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1. 


Ueber derivirte Linien. 


(Vom Herrn Oberlehrer Dr. Druckenmüller zu Düsseldorf. ) 





$. 1. 
Wen eine algebraische Curve der Art nach bestimmt, der Gröfse und 
Lage nach aber von der Lage eines einzelnen Punctes abhängig ist, so 
werden die Coefficienten ihrer Gleichung gewisse Functionen der Coordina- 
ten dieses Punctes sein. Wir können also diese Gleichung allgemein durch 
L: PAARE RN Te 
darstellen, wo wir durch &, y die veränderlichen, durch x’, y’ die bestimm- 
ten Coordinaten eines Punctes bezeichnen. Indem wir x‘, y‘ in der Glei- 
chung (1.) durch die veränderlichen Coordinaten ersetzen, gelangen wir 
zu der Curve 
2%. Fiay;o,y) = 0, 

welche zu (1.) in mehren bemerkenswerthen Beziehungen steht und durch 
sie vollkommen bestimmt ist. Wir erlauben uns, eine schon sonst ge- 
bräuchliche Ausdrucksweise zu verallgemeinern und die Curve (2.) die 
Directrix, den Punct x’y‘ aber den Pol von (1.) zu nennen; die Curve (1.) 
heifse ferner die Derivirte ihres Poles in Bezug auf die Directrix (2.), 
wobei wir durch diese Benennung nur im Allgemeinen die Abhängigkeit der 
linie (1.) von der Directrix und der Lage ihres Poles bezeichnen wollen. 

Zu jedem Pole gehören in Bezug auf eine gegebene Directrix un- 
endlich viele Derivirte, also zu jeder Directrix unendlich viele Systeme 
von Derivirten; sie sind nicht blofs durch den Grad ihrer Gleichung von 
einander verschieden, sondern für denselben Grad der Gleichung (1.) lassen 
sich ihre Constanten auf unendlichfache Weise so wählen, dafs man bei der 
Verwandelung von x, y’ in @, y jedesmal zu derselben Directrix gelangt. 
Gehen wir von einer bestimmten Form der Gleichung (1.) aus, so zeichnet 
sich unter den verschiedenen Derivirten, welche demselben Pol und der- 
selben Directrix angehören, eine durch ihren besondern Zusammenhang mit 
der Linie (1.) aus; wir meinen diejenige, deren Gleichung aus (1.) hervor- 
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gebt, indem man w und v mit x’ und y’ verwechselt, also für welche 

. Fla,ysay) =0 
ist. Wir wollen jenen Zusammenhang dadurch hervorheben, dafs wir von 
den beiden Linien (1.) und (3.) jede eine Gegenderivirte des Poles «’v‘ 
zu der andern nennen. 

Ist in Bezug auf x, y die Gleichung (1.) vom zten und (3.) vom 
pien Grade, so muls die Direetrix ohne alle Ausnahme als eine Linie des 
(n- p)ten Grades angesehen werden, gesetzt auch, die höchsten Glieder 
nach z und y zerstörten sich, wenn man in (1.) x’ und y’ in x und y 
übergehen läfst =). Ist also die Directrix vom ten Grade, so entspricht 
einer Derivirten der nten Ordnung immer eine Gegenderivirte der (m — n)ten 
Ordnung. 

Kine besondere Ulasse von Derivirten bilden die Polaren, wenn wir 
diesen Begriff in derjenigen Allgemeinheit auffassen, wie er in meinen 
‚Vebertragungsprineipien etc.” genommen ist, nämlich als die nte Polare 
eines Punctes in Bezug auf eine Directrix U—-0O diejenige Linie ansehen, 
deren Gleichung aus ÜU==-0 erhalten wird, indem wir die letztere homogen 
machen, dann x, y, z um die Coordinaten des Poles wachsen lassen und 
das Wachsthum der (a—n)ten Ordnung von U gleich O setzen. 

Setzen wir beispielsweise m — N), n=-1, so ist die allgemeine 
Form der Gleichung einer Derivirten des Punctes x’, y”. 

4. (ay--be’-eo)y+lay+be-ce)ce+ay br -o = 0, 
zu welcher die Linie 


Om 


5. aya-dıey-+ba° + -o)y+(lb,+-0o)r- 0 = 0 
Directrix und 
6. (ay+az-+a)y—+-(by+dbr--b)e-ey -co8-- 6 0 
als Gegenderivirte gehört. Legen wir als Directrix eine bestimmte Linie 
des zweiten Grades 


‘) Macht man vor dem bezeichneten Uebergange die Gleichung (1.) homogen, 
SE , .d 4 


. A ) ‚. 
indem man — , — statt x, y und demgemäfs auch —, ; statt 27, y 


‘ ın dieselbe 


einführt, dann die Nenner er, so haben alle Glieder derselben in Bezug auf 
X, Y, > die nte und in Bezug auf w’, y’, >’ die pte Dimension, bleiben also, wie 
auch die einzelnen Coeflicienten derse f en beschaffen sein mögen, beim Vebergauge von 
vr’, y/, zu, y, 3 vom (n-p)ten Grade Sinkt demnach die G! eichung (2. ) in "Bezug 
auf = und y unter den (n--p)ten Grad, so erscheint eine Potenz von x in allen übrig- 
bleibenden Gliedern als gemeinsamer Factor und die Directrix zerfällt in eine bestimmte 


Curve und in eine einfache und vielfache gerade Linie, welche im Vinendlichen liegt. 
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Ay--2Bay-+C&-+2Dy--2Ec-+-F = 0 
zu Grunde, so gelangen wir zu den Gleichungen (4.) und (6.), indem wir 
a—4A, ,-+-b=2B, b, =, -+ce=2D, ,+ca==?2E, = F setzen. 
Jede Zerlegung der drei Coefficienten ?2B, 2D, 2E in je zwei Sum- 
manden führt also zu einem eigenen System von Derivirten und Gegen- 
derivirten, welche sich alle auf dieselbe Directrix beziehen. In dem be- 
sondern Falle aber, dafs wir ,—=b=B, a,=—ce-—-D, b,—c,—E neh- 
men, fallen die beiden Gegenderivirten in eine einzige Linie 

(Ay Bax’- Dyy--(By'-Cz--E)=-Dy-E«- F— v0 
zusammen, welche dann nichts Anderes ist als die Polare des Punctes .r’y‘ 
in Bezug auf dieselbe Direcetrix. Herr Plüucker und Herr Magnus haben 
den gewöhnlichen Begriff der Polare dalın erweitert, dafs sie die Glei- 
chung (1.) als den analytischen Ausdruck und die Definition derselben an- 
sehen, ohne dieselbe im Allgemeinen auf eine Linie zweiten Grades als 
Directrix zu beziehen. Vielleicht werden die vorhergehenden Andeutungen 
schon hiureichen, besonders wenn man die Einführung höherer Polaren und 
Derivirten anerkennt, die hier aufgestellte Unterordnung der ersten Ulasse 
von Linien unter die zweite allgemeinere zu rechtfertigen. Es ist meine 
Absicht, in diesem Aufsatze einige Eigenschaften der Derivirten einer 
jeden Orduung, welche sie mit den Polaren gemein haben, aufzusuchen 
und dieselben für die Derivirten in Bezug auf einen Kegelschnitt als Di- 
recirix weiter zu verfolgen. 

Wir haben hier unter w und v gewöhnliche Puncteoordinaten ver- 
standen und werden der Einfachheit und Kürze halber uns auch im Fol- 
senden hierauf beschränken; doch lassen sich die Formeln, von welchen 
wir ausgehen werden, auch leicht für Liniencoordinaten, so wie für die 
in meinen „ÜUebertragungsprineipien” vorgeschlagenen und in Anwendung 
gebrachten Kreiscoordinaten ausdeuten. 

5. 2. 

Soll die Derivirte (1.) durch einen bestimmten Punet «2 gehen, so 

erhält man zur Bestimmung ihres Poles die Gleichung 

nn hir, yo BO, 
welche vom (m —n)ten Grade ist; es sind also durch einen Punct uneud- 
lich viele Derivirte desselben Systemes möglich. Da aber (7.) in (3.) über- 


seht, wenn man in dieser leztern Gleichung Y’ u, 2’ seizt. so 


erkeunt man hierin sogleich folgende Sätze: 
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I. Die Pole aller Derivirten desselben Systems, welche durch 
einen Punct gehen, liegen auf der Gegenderivirten dieses Punctes. 

Il. Die Gegenderivirten aller Puncte, welche auf einer Derivir- 
/en liegen, gehen durch einen Punct, den Pol dieser Derivirten. 

Soll die Linie (1.) durch zwei gegebene Puncte aß und «’ß’ ge- 
hen, so mufs ihr Pol auf den beiden Gegenderivirten dieser Puncte liegen, 
also einer ihrer (m —n)’ Durchschnittspuncte sein, so wie auch umgekehrt 
alle Derivirten dieser Durchschnittspunete sowohl durch «ß als durch «’£' 
sehen müssen. Da nun zu jedem Puncte nur eine Derivirte gehört, so folgt: 

Il. Durch zwei Puncte lassen sich im Allgemeinen (m—n)’ De- 
rivirte der nten Ordnung und desselben Systems legen. 

Für a — m—1 wird (m—n)’ — 1; also ist eine Derivirte der 
m—1)ten Ordnung in einem gegebenen Systeme durch zwei Puncte voll- 
kommen bestimmt und ihr Pol liegt in dem Durchschnitt der beiden geraden 
Linien, welche jenen Puncten als Gegenderivirte angehören. Nun seien 
A und DB zwei beliebige Puncte in der Ebene der Directrix; ihre (m—1)ten 
Derivirten schneiden sich in (»” —1)’ reellen oder imaginären Puncten, de- 
ren Gegenderivirten sowohl durch A als durch B gehen müssen. Da aber 
diese Gegenderivirten gerade Linien sind, so fallen sie alle in eine einzige 
Richtung zusammen. Man kann also nicht behaupten, dafs die (m —.n)’ De- 
rivirten, welche in einem bestimmten Systeme ter Ordnung durch zwei 
Puncte gelegt werden können, alle von einander verschieden seien, noch 
auch dafs jeder Derivirten nur ein Pol gehöre; vielmehr erhalten wir in 
Betreff der ersten und (n—-I)ten Derivirten folgende allgemeine Sätze: 

IV. Jede gerade Linie kann in jedem System der ersten Ord- 
nung zu einer Derivirten werden und hat in Bezug auf eine Directrix 
ten Grades (m—1)’ verschiedene reelle oder imaginäre Pole. 

V. Die \m—I)ten Derivirten aller Puncte einer geraden Linie 
schneiden sich in denselben (m—1)’ Puncten, welchen jene gerade Linie 
als Gegenderivirte angehört. 

VI. Alle (m—1)ten Derivirten desselben Systems, welche sich ın einem 
Puncte schneiden, haben dieselben Durchschnittspuncte, die (m—1)' Pole 
derjenigen geraden Linie, welche jenem ersten Puncte als Gegenderivirte 
angehört *). 


“) Was hier von den Derivirten im Allgemeinen gesagt ist, gilt natürlich ebenso 
von den Polaren der verschiedenen Ordnungen. Den zuletzt aufgeführten Sätzen ist 
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S. 3. 
Wir wollen die Functionen F(a,y;x,y), F(a,y; x',y‘), F(@',y/;.w,y) 
im Folgenden, wo es angemessen ist, der Kürze halber durch F\, F', F, 
bezeichnen. 
Ist für beliebige Werthe von x‘, y 
F =VD--ky 
wo %k eine willkürliche Collie (0% und y aber Functionen von ı, y 
und x’, y’ sind, so folgt 
a ky, FR =dD kW; 


worin folgender Satz enthalten ist: 


! 


VI. Wenn die Derivirten desselben Poles in drei verschiedenen 
Systemen gleicher Ordnung dieselben Durchschnittspunete haben, so schnei- 
den sich auch die drei Directricen in denselben Puncten, und ein Glei- 
ches gilt auch für die drei Gegenderivirten jenes BPoles. 

Betrachten wir nach einander die drei Linien #0, F= 0, 
F, = 0 als Directricen, so sind die drei ersten Polaren desselben Punctes 


rel 
ZN 


x’ y’ in Bezug auf sie: 
5) 
er rel - 


2ER zu 9E 


wo die verschiedenen Differentialeoeffieieuten nach den laufenden Cvordi- 





naten aus den Gleichungen der Directricen zu nehmen sind, nachdem man 
diese homogen gemacht hat, und durch die Einschliefsung derselben an- 
gedeutet werden soll, dafs nach der Differentiation in ihnen 2 — x, y=- y‘, 
° — 2’—1 zu setzen ist. Stalt aber in #' die Veränderlichen w, y, > 
um 0x, dy, 02 wachsen zu lassen, ag wir in FE’ sowohl x, y, x 


/ 


um Ox, öy, Oz als x’, y’, 2’ um dx’, öy‘, 02° vermehren, wenn wir ge 


auf 2 —=x, y=y’, zz’ setzen; daher ist 
NE Dede Det 


aber in meinen RENNEN N. 167.” eine zu grofse Ausdehnung gegeben 
und leider hat dieser Irrtthum, den ich nicht erkannte, weil ich äufserer Umstände we- 
gen das Manuscript zu frühe aus den Händen geben mulste, auch auf einige später 
entwickelte Resultate eingewirkt. 
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Auch hat man aufserdem offenbar 


r (orFN (OF,\ (oF‘ \ HN ( EN of 
.’. \ / 1 “ \ r f Rs l ur Er J ; \ in =— r 
oy'/ or / or’ ’/ \or/ \Az’/ \oz/ 


Dadurch geht die erste der Gleichungen (8.) in 


0. (Er: EEE EHE 


\dyr/ vJ/)- r 

über. wodurch folgender Satz erwiesen wird: 

Yill. Wenn man eine beliebige Directrix und zwei in Bezug 
auf dieselbe genommenen Gegenderivirten eines Poles als neue Directricen 
nimmt, so gehen die ersten Polaren jenes Poles in Bezug auf diese 
durch denselben Punct. 

ist am !n, so hat die »te Derivirte eines Punctes mit seine: 
(sevenderivirten denselben Grad; ferner ist die erste Polare eines Puuctes 
ı Bezug auf eine beliebige Directrix auch seine erste Polare in Bezug 
auf seine te Polare als Directrix ( vergl. Uebertragungspr. N. 158.). Da- 
her gehen die ersten Poiaren desselben Poles, welche man erhält, wenn 
man jene beiden Gegenderivirten und die nte Polare in Bezug auf die 
Direetrix Inten Grades als neue Directricen annimmt, gemäfs dem vorigen 
Satze durch denselben Punect. Unter diesen Umständen findet aber der 
Satz VII. Anwendung, woraus folet: 

IN. Wenn in Bezug auf eine gegebene Directric zwei Gegen- 
derivirten eımes Punctes von derselben Ordnung sind, so haben sıe mtl 
seener Polure dieser Ordnung einerlei Durchschnitispuncte. 


n 


So entsteht die Gleichung der Polare des Punctes z’y’ in Bezug 


auf die Direeirix (5.) nach $. 1., indem wir die Gleichungen (4.) und (6.). 
welche seinen beiden Gegenderivirten zugehören, addiren. Also geht wirk- 
lich die Polare dureh den Durchschnittspunct der beiden Gegenderivirten. 
Bekanntlich erhalten wir die vierie Harmonicale zu diesen drei Linien, 


° . I) * \ . . . 
indem wir die Gleichungen (4.) und (6.) von einander subtrahiren; ihre 


Gleichung Ist also 


d Y u rn ey) e Ad N‘ v) (C, b, nt 7 
welche offenbar durch # = x’, v y‘ befriedigt wird, d.h. 


vw 


X. /n Bezug auf eine Directrix zweiten Grades geht die Polare 
elti EN Puncles nird > 24 ‚ N Gegend: rmrlen desselben durch Pine £ Pın cl, und 
ie vierte Harınonicule zu diesen drei Linien geht durch ihren gemein- 


vidinehN P»: 
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Wegen der Uebereinstimmung der Gleichung (10.) mit der ersten 


unter den Gleichungen (8.) fallen die durch die letztern dargestellten Li- 
nien in eine einzige Gerade zusammen, sobald dieses für zwei unter ihnen 
der Fall ist. Da sie aber alle drei durch eimen Punet gehen, so findet 


’ 


dieses für die beiden letztern statt, wenn der Pol ein Punet der Linie 


! 
11. 3-5: ( 
or oy 


ist, wobei wir durch die veränderte Form der Parenthesen andeuten, dals 
in den Differentialeoefhieienten, wie sie in den Gleichungen (8.) erscheinen. 
die constanten Coordinaten des Poles durch x, v zu ersetzen sind. Für 
eine Directrix »nten Grades erhält die Gleichung (11.) den Yon —I ten Grad: 
ihre Bildung wird durch Berücksichtigung der Relationen (9.) erleichtert, da 
aus diesen hervorgeht, dafs sie aus der blofsen Gleichung einer von beiden 
Derivirten abgeleitet werden kann. Ist die Directrix der Kegelschnitt (5.). 
so erhält (11.) auch den zweiten Grad und verwandelt sich nach gehö- 
riger Reduction in 
12. ala—b)y’--(S—b)ay -b(a—b)x 
aa—b.) -a a —beiy-- 1b, (m —c)- wa—bb\r a —be= V. 

Da aber die beiden Gegenderivirten eines jeden Punctes in Bezug auf (5 ) 
selbst vom ersten Grade sind, so fallen die Polaren dieses Punetes in Bezug 
auf sie mit ihnen selbst zusammen =); daher ıst die Linie (12.) der yeo- 
metrische Ort aller Puncte, deren beide Derivirten mit einander und mi! 
ikrer Polare in Dezug auf dieselbe Directrixw (5.) einerlei sind. Die 
Linie (12.) ist aber, erstens, wie man sogleich erkennt. mit (5.) ähnlich 
und äbnlich liegend. Verlegt man, zweitens, den Anfangspunet der Coor- 
dinaten in das Uentrum der Directrix, so ändern sich dadureh die Gonstan- 
ten der Gleichung (3.) dergestalt, dafs die Coöffieienten von v und = ver- 
schwinden; und da die Gleichung (12.) immer auf dieselbe Weise aus (9.) 
abgeleitet wird, so verschwindet als Folge davon anch das letzte Glieil 





*) Man mufs wohl beachten. dafs jede dieser Gegenderivirten eine absolute Linie 
ersten Grades und nicht aus einer Linie zweiten Grades degenerirt ist. Kine gerade 
Linie der letztern Art tritt in ihrem Zusammenhang mit andern Theilen einer Figw 
immer noch als eine Linie zweiten Grades auf, und zur Bestimmung der Polare eines 
Punctes in Bezug auf sie mufs man wieder unterscheiden, ob zwei gerade Linien in 
ıhr zusammengefallen sind, oder ob die eine in’s Unendliche übergetreten ist. Nur im 
letztern Falle gilt die Poncelei’sche Bestimmung, dafs die Polare eines Punctes in 
Bezug auf eine solche gerade Linie mit ihr parallel und von ihr eben so weit entierm 
ist als der Pol. Vergl, Vebertragungspr. N. 157. 
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ihr. Also geht die Linie (12.) jedesmal durch das Centrum der Di- 
reetrix. Ferner ist sie von ©, unabhängig, also unveränderlich für alle 
Directricen, welche mit einander ähnlich und ähnlichliegend sind und das- 
selbe Centrum haben. 

Im Allgemeinen machen die beiden letzten der Linien (8.) mit der 
ersten verschiedene Winkel, deren Tangenten für rechtwinklige Coordina- 
ten, welche wir der Einfachheit wegen hier voraussetzen wollen, die 


eine durch 
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ausgedrückt sind. Beide Werthe stimmen mit einander überein für solche 
Pole. welche auf der Linie 
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die, wie (11.), vom 2(ar — 1)ten Grade ist, liegen. Für die Directrix (5.) 
kommen wir zu der ara, 








die andere durch 


14. (4 —b)y"-2(a—b)(b,-—-a)2y — (a?—b’)x” 

Yale) "ac —bb}y- le —h) -be—a,a) 2-00) —bi— 0, 
Auch diese Linie geht durch das Centrum der Directrix und ist unverän- 
derlieh für alle Direetricen, welche mit einauder ähnlich und ähnlichliegend 
sind und dasselbe Centrum haben. Ferner erkennt man aus der Zusam- 
mensetzung ihrer Gleichung, dafs sie eine gleichseitige Hyperbel ist, deren 
Asymptoten mit den Achsen der Direetrix parallel sind. Da die Linien (8.) 
in diesem Falle, wie schon bemerkt, die Polare und die beiden Gegen- 
derivirten des Puncltes z’y’ sind, so ist (14.) der geometrische Ort alleı 
Punete. deren Polare den von den beiden Gegenderivirten gebildeten Win- 
kel halbırt. 


Es kann geschehen, dafs die eme oder die andere der Gleiehun- 


sen (11.) und (13.) eine Identität wird, dals also die durch sie ausge- 
drückte Eigenschaft allen Puncten des Coordinatenfeldes zukommt. Wir 
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wollen die Ermittelung der Bedingungen, unter welchen das Eine oder 
das Andere stattfindet, hier bei Seite lassen; für eine Directrix zweiten 
Grades kommt man auf beiden Wegen, wie auch vorauszusehen ist, zu 
dem Resultate, dafs die beiden Gegenderivirten eines Punctes mit seiner 
Polare identisch sein müssen, aber aufserdem für jede der betreffenden 
Gleichungen (12.) und (14.) noch zu bemerkenswerthen Besonderheiten. 
die man leicht entdecken wird. 


S. 4. 
Die Gleichungen #0, F’=0 sind entweder beide zugleich füı 
© —x%, y=y’ erfüllt, oder diese Werthe passen in keine von ihnen. 


Hierin sind folgende zwei Sätze enthalten: 

XI. Alle Derivirten eines Punctes der Directrix gehen durch die- 
sen Punct. 

XlH. Wenn ein Pol auf seiner Derivirten liegt, so ist er zugleich 
auch ein Punct der Dhrectrix. 

Ist die Directrix vom zweiten Grade und A ein Punct derselben. 
so wird die Derivirte von A eine gerade Linie, welche durch A geht, 
aber aufserdem die Directrix im Allgemeinen noch in einem Puncte B 
schneidet. Nun geht die Gegenderivirte von B erstens wieder durch B, 
weil B ein Punet der Directrix ist, und da ihr Pol auf der Derivirten von 
A liegt, nach H. auch durch A; sie ist also die Linie AB selbst. 

Xlll. Wenn eine Secante an eine Directrix zweiten Grades die 
Derivirte eines ihrer Durchschnittspuncte mit der Directrix ist, so ist 
sie zugleich die Gegenderivirte des andern Durchschnittspunctes. 

Diejenigen Derivirten, welche ihren Pol auf der Directrix haben, 
sind also hierdurch auf eigenuthümliche Weise characterisirt. Denken wir 
uns durch einen Punct P alle möglichen Derivirten eines gewissen Systems 
der nten Ordnung gelegt, so haben diese nach 1. ihre Pole auf der Gegen- 
derivirten von P. Diejenigen unter diesen Polen, welche zugleich auf der 


Directrix liegen sollen, sind also unter der m(m—n) Durchschnitispuncten 
der Directrix und der Gegenderivirten von P zu suchen; so wie auch um- 
gekehrt die Derivirten aller jener Durchschnittspuncte nach IM. durch P 
gehen müssen. Also lassen sich durch einen Puuct an eine Directrix mten 
Grades m (m — n) Derivirten der nten Ordnung und desselben Systems legen. 
deren Pole auf ihnen selbst liegen. 
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Nun seien PA, PA’ die beiden Derivirten, welche man aus dem 
Puncte P au eine Directrix zweiten Grades legen kann, so dafs ihre Pole 
A, A’ auf der Direetrix liegen: dann ist AA’ die Gegenderivirte von P. 
Schneidet aber PA die Directrix aufserdem in B und PA’ in B', so sind 
diese beiden Graden nach XMl. auch die Gegenderivirten von B und B'; 
also wird BB’ die Derivirte von P sein. 

XIV. Die vier Puncte, in welchen die Derivirte und die Gegen- 
derivirte desselben Punctes in Bezug auf eine Directrix zweiten Grades 
diese schneiden, liegen mit dem gemeinschafllichen Pole zwei und zwei ın 
gerader Linie; und diese beiden geraden Linien haben, nach einander als 
Derivirte und Gegenderivirte betrachtet, ihre Pole in :hren Durchschnitts- 
puncten mit der Directrix. 

Da das Viereck AA’BB’ in die Direetrix beschrieben ist, so werden 
die Seiten desselben und die Directrix von jeder Transversalen in solchen 
sechs Puneten geschnitten, welche eine Involution bilden. In dem Pole P 
fallen zwei dieser Durchschnittspunete zusammen. Hieraus folgt: 

XV. Wenn man aus einem Puncte P eine beliebige Transversale 
an eine Directrix zweiten Grades legt, welche diese in den Puncten C, C' 
und die beiden Gegenderivirten von P ın den Puncten D, D' schneidet, 
so steht P mit diesen vier Durchschnittspuncten in einer Involution von 
fünf Puncten, so dafs man hat: 

CD.ED  ED.CD DC.DC DEMO 
up: wm DP:  DP: 
PU.PD.CD PU'.PD'‘CD, PC.PD'.DC — PD.PÜC'.CD'‘. 

(seht die Transversale durch den Punet 9, in welchem sich die 
beiden Gegenderivirten von P schneiden, so fallen auch ID und D’ in ei- 
nen Punet zusammen; die Linie CU’ wird also von den beiden Puneten P 
und © harmonisch getbeilt; was damit übereinstimmt, dafs die Polare von 
P durch den Punet @ gehen mulfs. 

Die Polaren aller Ordnungen sind dadurch ausgezeichnet, dafs sie, 
wenn ihr Pol auf der Direetrix liegt, diese zugleich berühren. ( Ueber- 
(ragungspr. N. 170.) Kür eine andere Derivirte ist dieses dann der Fall, 
wenn die Coordinaten ihres Poles zugleich in die Gleichung (11.) passen. 
Denn erstens schneidet sich dann nach XI. die Derivirte mit ihrer Gegen- 
derivirten auf der Directrix in demjenigen Puncte, der beiden als Pol an- 
sehört; zweitens fallen die drei ersten Polaren dieses Punctes in Bezug 








1. Druchenmuller, uber derivirte Linien. 11 


auf jene drei Linien in eine Gerade zusammen, und da jede von ihnen ihre 
Directrix berühren mufls, so findet zwischen deu beiden Gegenderivirten 
und der Directrix ebenfalls Berührung statt; d.h. 

XVl. Wenn zwei Gegenderivierte eines Punctes der Directrix ein- 
ander berühren, so berühren sie auch die Directri.«x. 


Da für eine Directrix znten Grades die Linie (14.) im Allgemeinen 
vom 2(m —1)ten Grade ist, so folgt ferner: 

AVIl. Auf einer Directrix mten Grades existiren ?(m—1)ın Puncte, 
deren zwei Gegenderivirle die Directrix berühren. 

Diese 2an(m—1) Puncte wechseln aber ihre Lage auf derselbeı: 
Directrix mit dem System der Derivirten. Kür die Directrix (5.) liegen 
sie in dem Durchschnitt derselben mit der Linie (12.); und da die Glei- 
chungen dieser beiden Linien sich zu einer Gleichung ersten Grades ver- 
binden lassen, so fallen zwei von ihren vier Durchschnittspuncten in's 
Unendliche und die beiden andern liegen auf der gemeinschaftlichen Sehne 
jener beiden Linien. Diese ist für alle Direciricen, welche ähnlich und 
ähnlichliegend sind und dasselbe Centrum haben, unveränderlich. Legt man 
durch die heiden Puncte, in welchen sie eine Directrix schneidet, Tangenten 
an die letztere, so ist jede derselben zugleich Derivirte, Gegenderivirte 
und Polare des Berührungspunctes. Beide Tangenten müssen also dureli 
den Pol der gemeinschaftlichen Sehne gehen, wenn man diese nach ein- 
ander als Gegenderivirte, Derivirte und Polare betrachtet, so dafs die ge- 
meinschaftliche Sehne in dieser dreifachen Eigenschaft denselben Pol hat, 
Da nun die Polare des Darchschnittspunctes der beiden Tangenten, der. 
auch wenn diese imaginär werden, reell bleibt, mit seinen beiden Derivirten 
zusammenfällt, so ist er selbst ein Punct der Linie (12.) 

Die Verbindung der Gleichung (13.) mit (2.) führt ebenso zu fol- 
sender Bestimmung: 

XVIH. Auf einer Directrix mien Grades ewxistiren um Allgemeinen 
Im(m—1) Puncte, deren zwei Gegenderivirten die Directrix unter gleichen 
Winkeln schneiden. 


$. 2. 


Ist D(x,y) eine beliebige algebraische ganze Function von 2 und 

y, so wird bekanntlich der Ausdruck ®(x‘, y‘) geometrisch dargestellt durch 

das Produet der Segmente, welche auf einer durch den Punct z’y‘ ge- 
2% 
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legten geraden Linie zwischen diesem Puncie und ihren einzelnen Durch- 
schnittspuneten mit der Curve ®(x,y) = 0 enthalten sind, noch multiplieirt 
mit einem Factor, welcher constant bleibt für alle Puncte des Coordinaten- 
feldes, welche man an die Stelle von z’y’ treten lassen mag, so lange 
sich die Richtung der durch xz’y gelegten geraden Linie nicht ändert. Ist 
P der Punct z=’y’ und / die Linie D(x,y) —=0, so ist nach der in den 
Uebertragungsprineipien gewählten Bezeichnung jenes Segmentenproduect 
durch (PL!) dargestellt und heifst die Applicate des Punctes P nach /, 
wobei die Richtung der aus P an / gelegten Applicatenlinie als bekannt 
vorausgesetzt wird. 
Hiernach hai der Ausdruck 
F(z,,Yyı; 2%, y‘) 
eine zweifache geometrische Interpretation; er ist erstens die Applicate des 


‘ 


Punctes z,y, nach der Derivirten von z’y‘, und zweitens die Applicate 
von x’y’ nach der Gegenderivirten von 2,y,, jede Applicate noch ver- 
bunden mit einem von der Richtung der Applicatenlinie abhängigen con- 
stanten Factor. Sind daher A und B zwei Puncte mit den Coordinaten 
xy‘ und 2’ y‘, deren Derivirten wir kurz durch « und 5 bezeichnen: sind 
ferner € und D zwei andere Puncte mit den Coordinaten z,y, und z,Yy,. 
welchen die Linien ce und d als Gegenderivirte zugehören, so hat man 

Fiayyis ,y) a HAHTEHCH), 

Fia,ys #, y) = NBe)—= nl, 

Ka ya, YyY) = AN, 

Fa, Yı5 2", y) = atBW) n,(Db); 


wo die verschiedenen A und » eonstante Gröfsen sind. Nelmen wir die 


nach derselben Curve gelegten Applicatenlinien parallel, so it A=X,. 
N Wels Ir 5, und es folgt aus den vorhergehenden Gleichun- 
ven die Relation 
1; Ac) (Be) (Ca) (Da) 
2. = 7: 
(Ad) (Bd; (Cb)  (Db) 


welche hier eine umfassendere Bedeutung als bei den Polareu gewinnt. 
Die Bedingung, dafs die nach derselben Curve gelegten Applicatenlinien 
parallel sein sollen, wird jedesmal erfüllt, wenn man die nach e und d 
gelegten auf der Geraden AB, und die nach « und D gelegien auf CD 
annimmt, also, wenn A, B, C, D in gerader Linie liegen, alle vier auf 


dieser Geraden. Wir beschränken uns auf dieses eine Beispiel, um daran 
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nachzuweisen, wie solche metrische Relationen bei Derivirten einer höhern 
Ordnung zu behandeln sind. Ist die Direetrix vom zweiten Grade, so wer- 
den die oben vorkommenden Applicaten zu einzelnen begrenzten geraden Li- 
nien, und wir gelangen dann durch (15.) zu den bekannten, in der Theorie 
der geradlinigen Polaren vorkommenden metrischen Beziehungen. Auf ihnen 
beruht zugleich die geometrische Construction der Derivirten von der Gat- 
tung (4.) zu jedem gegebenen Puncte, wenn vier Puncte, wovon nicht 
drei in gerader Linie liegen, und die zugehörigen Derivirten dieses Systems 
gegeben sind. ( Vergl. Magnus, Aufg. und Lehrs. ete. I. $. 19.) Ist die 
Directrix gegeben, so ist das System (4.) vollkommen bestimmt, wenn man 
einen Punct mit der zugehörigen Derivirten kennt und entweder die Rich- 
(ung der Derivirten eines zweiten Punctes, oder einen Puuct, durch welchen 
sie gehen soll. 
$. 6. 


Rückit der Pol x’y‘ in einer bestimmten Richtung y- ax = 0 in's 
Unendliche, so bleiben in der Gleichung (1.) nur diejenigen Glieder be- 
stehen, welche in Bezug auf x’ und y‘ vom rien Grade sind, und es muls 


‚# 


in ihr >- — —o gesetzt werden. Die Linie, welche durch die so modi- 


x 
fieirte Gleichung dargestellt wird, ist anzusehen als die te Derivirte des- 
jenigen Punctes, in welchem sich alle mit y- «2-0 parallele gerade 
Linien schneiden; wir nennen sie die dieser Richtung conjugirten Derivirten. 
Die Gegenderivirten aller Puncte einer solchen Linie gehen nach MH. durch 
den Pol der letztern, verlieren sich also in derjenigen Richtung, welcher 
die Derivirte conjugirt ist, ins Unendliche. 

Da alle Puncte des Unendlichen als derselben geraden Linie an- 
gehörig betrachtet werden müssen, so bilden sie in Bezug auf ein System 
von Derivirten der (a —1)ten Ordnung eine Gegenderivirte. Daraus folgt 
aber gemäfs VI. folgender Satz: 

XIX. Alle conjugerten Derivirten eines Systems (m—1)ter Ord- 
nung schneiden sich in denselben Puncten. 

Wir kommen zu demselben Resultate auch direct durch folgende 


Betrachtung. 
Die Gleichung einer Derivirten (m —I)ter Ordnung hat die Form 


16. y.D(®, Yy) +2'.d, (X, y)- D,(r, Y) ——— 0, 
wo D, ®,, ®, drei beliebige Functionen (m—1)ten Grades sind: folglich 
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ist die der Richtung y-- «x = 0 conjugirte Derivirte dieses Systems 

17. a.da,y)—-Dd,&,y) = 0. 
Welche Werthe wir aber auch & beilegen mögen, um dadurch zu den 
verschiedenen conjugirten Derivirten des Systems (16.) überzugehen, so 
geht die Linie (17.) doch immer durch die (an — 1)’ Durchschnittspunete der 
beiden Linien 


Pay) = u Ay) © 


welche den beiden Richtungen <=-0 und y=-0O als conjugirte Derivirte 
’y’ einer jener Durchschnittspuncte, so ist 
seine Gegenderivirte gemäls (16.) offenbar 

de", y") = 0, 


welche Gleichung, da sie die fortlaufenden Coordinaten gar nicht mehr 


entsprechen. Es sei ferner a 


enthält, eine im Unendlichen liegende Gerade darstellt. 

Auf andere Derivirte als die (nr —1)ter Ordnung kann der Satz XIX. 
nicht ausgedehnt werden; denn wenn auch die Puncte des Unendlichen 
eben sowohl einer vielfachen als einer einfachen geraden Linie augehö- 
ren, also auf einem Orte beliebigen nten Grades liegend angesehen wer- 
den können, so kann doch nicht jeder Ort nten Grades zu einer Derivir- 
ten werden, wie dies für jede gerade Linie der Fall ist, sondern für 
einen höhern Werth von rn als I bilden die Derivirten eine eigenthümliche 
Classe von Curven und können im Allgemeinen nicht in vielfache gerade 
Linien übergehen. 


$. 7. 
Für m 2, »--1 werden die conjugirten Derivirten diejenigen 


geraden Linien, welche Hr. Magnus in seiner Polarentheorie Durchmesser 
des Systems genannt hat. Nach $. 6. liegen die Pole aller geraden Linien, 
welche einander parallel sind, auf dem dieser Richtung conjugirten Durch- 
messer; ferner erhalten wir aus XIX. hier insbesondere: 

AX. Alle Durchmesser desselben Derivirten- Systems, in Bezug 
auf eme Directrix zweiten Grades, gehen durch einen und denselben 
Punct, oder ste sind mit einander parallel. 


In der That ist die Analogie zwischen den conjugirten Durchmessern 
eines solchen Derivirten- Systems und denen eines Kegelschnittes gröfser, 
als es auf den ersten Blick scheinen möchte. Wir wollen sie etwas weiter 
verfolgen und nennen, wieder mit Hrn. Magnus, den Punct, in welchem 




















1. Druchkenmuller, uber derivirte Linien. 15 


sich die Durchmesser eines Systems schneiden, den Möttelpunet desselben. 
Nehmen wir in der Gleichung 
18. y+ore-ß = 0 

a constant, % aber veränderlich an, so stellt sie ein System von parallelen 
geraden Linien dar, welchen in dem System (4.) der Durchmesser 

19. alay--axX2--a)— (by--bx--b) — 0 
und in dem System der Gegenderivirten (6.) der Durchmesser 

20. u(ay-br-- )—(ay-bx--c) 0 
eonjugirt ist. Endlich erhält man in dem Polaren-System, welches der 
Directrix (5.) entspricht, für den derselben Richtung conjugirten Durch- 
messer: 
21. ajlay--a2--4)-+(ay-+bx--c)} — Kbdy--b,x--b,)-+(a,y--bx- ce)! —U0. 
Dieses ist zugleich ein Durchmesser der Directrix, so dafs sowohl der 
Mittelpunet, als auch die conjugirten Durchmesser der Directrix demjenigen 
besonderen Kalle zugehören, wo die Derivirte (4.) mit der Gegenderivirten 
(6.) zusammenfällt und beide in die Polare übergehen. Dieser Zusammen- 
hang bestätigt sich in allen späteren Consequenzen. Gemäls seiner Glei- 
chung geht der Durchmesser (21.) mit (19) und (20.) durch denselben Punet: 
was auch aus X. folgt, da diese drei Linien die beiden Gegenderivirten 
und die Polaren desselben im Unendlichen auf der Richtung (17.) liegenden 
Punctes sind. Zieht man ferner durch den Durehschnittspunet jener drei 
Linien eine vierte mit (17.) parallel, so sind diese vier Linien Harmonicalen. 
so dafs (21.) nicht blofs jede der Richtung (18.) parallele Chorde der Di- 
reetrix, sondern auch das zwischen (19.) und (20.) enthaltene Stück der- 
selben halbirt. 

Unter den Parallelen, welche durch die Gleichung (17.) für ein 
veränderliches d ausgedrückt sind, kommen zwei vor, die, als Derivirte be- 
trachtet, ihren Pol in einem ihrer Durchschnitispuncte mit der Direetrix haben. 
Der Durchmesser (20.) ist aber die Gegenderivirte des im Unendlichen lie- 
genden Punctes, in welchem die beiden Derivirten sich schneiden und gehi 
also durch die beiden Pole der letztern. Beachten wir dabei, dafs dieselben 
Parallelen nach XI. auch die Gegenderivirten der beiden andern Punete 
sind, in welchen sie der Directrix begegnen, dafs also der Durchmesser (19.) 


auch durch diese beiden Puncte gehen mufs, so können wir dieses Resultat 
in folgendem Satze aussprechen: 
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AA. Wenn zwei parallele gerade Linien als Derivirte desselben 
Systems in Bezug auf eine Directrix zweiten Grades ihre Pole auf der 
Directrix selbst haben, so gehl der ihrer Richtung conjugirte Durch- 
messer dieses Systems durch die beiden andern Puncte, in welchen sie 
die Directriw schneiden. 

Dieser bemerkenswerthe Satz enthält eine Veraligemeinerung der 
bekannten Eigenschaft eines jeden Kegelschnittes, wonach ein Durchmesser 
desselben die Berührungspuncte der seinem conjugirten Durchmesser paral- 
lelen Tangenten verbindet. 

Setzt man die beiden Theile einer jeden der Gleichungen (19.), 
(20.). (21.) für sich gleich O; mit andern Worten: nimmt man einmal u — 0, 
dann & x, so bestimmen sich dadurch diejenigen Durchmesser eines jeden 
Systems, welche der Richtung der beiden Coordinaten- Achsen conjugirt 
sind, und in ihrem Durchschuitte das Centrum desselben Systems. Diese 
drei Centra werden im Allgemeinen von einander verschieden sein; aus 
der Form der bestimmenden Gleichungen aber folgt: 

NXH. Wenn die Mittelpuncte zweier Systeme von Gegenderivirten 
in Bezug auf eine Directrix zweiten Grades zusammenfallen, so liegen 
heide auch im Üentrum der Directrix. 

Ist 

7 b ‚ 


| " oder ad ab,. 
a b 


so werden in dem System (19.) die beiden den Richtungen der Coordi- 
naten- Achsen econjugirten Durchmesser mit einander parallel und der Mittel- 
punct des Systems liegt im Unendlichen. Eine Folge davon ist, dafs alle 
durch (19.) dargestellten Durchmesser dieselbe Richtung haben; wir können 
das System ein parabolisches nennen, Aus der Form der Gleichung (20.) 
folet aber dann: 

XXI. Wenn em System von Derivirten in Bezug auf eine 
Directrix zweiten Grades ein parabolisches ist, so hal das System der 
Gegenderivirten dieselbe Eigenschaft. 

Denken wir uns die drei Gleichungen (19.), (20.), (21.) auf die 
Form der Gleichung (18.) gebracht und dann die Coefficienten von & in 
ihnen der Reihe nach durch «,. &, a, bezeichnet, so Ist: 





a, a—b, ha—b, - (a, +b)a— 2b, 
7 ; a OL, = 3 — ae. ne ee 
. aa—b ua— u, 2aa—(a, +b) 
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Lassen wir die Gerade (18.) nach einander durch die Mittelpuncte 
der Systeme (19.), (20.), (21.) gehen, so wird sie selbst zum Durchmesser 
dieser Systeme. Durch Umwandlung der vorhergehenden Formeln erhalten 
wir also als Bedingung, damit zwei Durchmesser desselben Systems con- 
jugirt seien, die Gleichungen 


| aut, — (bu --a,u)-b, 0, 
22. | ua — (u --ba)-b, = 0, 
U; — Il, b)(a-- a) --b, 0, 


wovon die letztere die bekannte Relation ist, durch welche die Richtun- 
gen zweier conjugirten Durchmesser der Directrix (5.) von einander ab- 
hangig sind. 

Für die Linien zweiten Grades können wir den Begriff einer 
Asymptote allgemein dahin definiren, dafs sie ein Durchmesser sei, welcher 
mit seinem conjugirten Durchmesser zusammenfällt. In dieser Auffassung 
läfst er sich unmittelbar auch auf Linien zweiten Grades in andern Coor- 
dinaten- Systemen als denen des Punctes übertragen, wie ich in den „Ueber- 
tragungspr.” nachgewiesen habe, und besteht auch für die beiden Derivirten- 
Systeme (4.) und (6.) allgemein. Indem wir in den Gleichungen (22. 
10. — 0, d,— 0 setzen, gehen alle drei in 


au — (a-b)u-b, —= 0 
über. d.h. 


XXIV. Jedes System von Derivirten ın Bezug auf eine Directrix 
zweiten Grades hat zwei Asymptolen, welche mit den Asymptoten der 
Directrix parallel sind. 

Ebenso hat jedes solche System von Derivirten, gleichwie die Di- 
reclrix, zwei conjugirte Durchmesser, welche auf einander senkrecht stehen. 
In der Unterstellung, dafs die Coordinaten rechtwinklig seien, erhalten wir 
zur Bestimmung ihrer Richtung aus (22.) die Gleichungen 


au (mw —b)a—b — 0, 
(a, T b) As 2 (d, ver b) U — (a, -b) ’ >. 


Wir mässen nach der hier durchgeführten Auffassungsweise die beiden 
auf einander senkrechten eonjugirten Durchmesser eines Derivirten- Systems 
seine Achsen nennen, wobei wieder die Achsen der Directrix dem Polaren- 
System angehören. 
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$. 8. 


Noch merkwürdiger scheint es uns, dafs sich auch die Brennpunete 
in jedem System von Derivirten in Bezug auf eine Direetrix zweiten Gra- 
des wiederfinden, und dafs die Brennpuncte der Directrix selbst, gleichwie 
ihre Durchmesser und ihr Mittelpunet, sich nur auf den besondern Fall be- 
ziehen, wo die allgemeinen Derivirten in Polaren übergehen. Um in diese 
Untersuchung einzutreten, verweisen wir auf 8.4. zurück. Diejenige Rolle. 
welche in einem System von Polaren eine Tangente an die Directrix 
spielt, geht in allgemeinerer Auffassung auf jede Derivirte über, welche 
ihren Pol auf der Direetrix hat. Bestimmen wir daher zuerst, welches die 
Form der Werthe von »r und r sein muls, wenn der Pol der Linie 

23. y+-mı-+-n—= (0 

in dem System (4.) auf (5.) liegen soll. Damit aber (23.) in (4.) über- 
sehe, mufs der Pol =’y’ dieser Linie in die Gleichungen 

ee" 0 ger 

ay'+bx’+c ° ay'+ba'+c 

passen, aus denen man durch Elimination nach gehöriger Reduction 
(e,b5—ecb,\)n+(b,c—be,)m+b,c,—b,c, 
(ab, —a,b)n+(a,b—ab,)m+a,b,—a,b, ’ 


y. 


(a, e—ac,)n+(ac, — d,e)m+Aa,ce, —U,C, 


(ab, —a,b)n+(a,b—ab,)m+a, b,—a,b, 


‘ 





Le 


erhält. Wir wollen diese beiden Ausdrücke der Kürze halber durch 


te TOM TFT 
@a,n+0,m-+7, a,n+ß,m-+7, 

darstellen. Damit also der Pol der Linie (23.) auf der Directrix liege, 
müssen die eben erhaltenen Werthe von 7’ und x‘, für y und z gesetzt, 
die Gleichung (9.) erfüllen. Die Ausführung einer solehen Substitution ist 
aber keineswegs so verwickelt, als es auf den ersten Blick scheinen mag. 
In meinen „Uebertragungspr.” ist nachgewiesen, dafs sie selbst für Glei- 
chungen eines beliebigen Grades auf einige wenige Differentiationen zurück- 
gebracht werden kann und dafs sie für eine Gleichung zweiten Grades 
nur eine einzige Differentiation erfordert. Indem man dieses Verfahren 
auf (5.) anwendet, konmt man zu einer Gleichung zweiten Grades zwi- 


schen m und r, welche wir durch 
24. Am-27Bmn-- Cm’--2Dn+-2Em--F 0 


darstellen. wo 
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A aa’ dcr 62 (a, 0) ac, (a --C) am -I-(b,-1-C,)0,0,, 
Ce — aP +5 PB -- m +D)BRA 4a + HP -+(&+c)Bıß:; 
F a byte katdyyrlate)yy+ (lb 4 c)YıY.> 


2B —= f!au--(a+b)u, + -)u!ß-+-Ka,--d)a 24,0 +(b,--c)u!ß, 
ra 0)a-+(&-+Cc)aı- rc} ß, 
2D —= laa--(a,--)a (a -Od)ayy rar d)a+ 2b. 4 -H0)a.ty, 
(@--0)a--(d,--0)a-+ 2} ya, 
’E iTaß (a; b)2ı (4; - c) 2} (4 -b)R | 25,8, (b; C, B}Yı 


ta JB (ac )Rı -2,B)Y: 
gesetzt ist. Betrachten wir »» und n als Coordinaten einer geraden Linie, 
so sagt die Gleichung (24.), dafs die Derivirten des Systems (4.), welche 
ihre Pole auf der Directrix haben, eine Linie zweiter Ulasse umhüllen; 
sie haben also zu dieser dieselbe Beziehung wie die Polaren der verschie- 
denen Puncte der Directrix zu der letztern. Hiermit ist unsere Frage in 
der That vollständig entschieden; man wird die Brennpuncte des Kegel- 
schnittes (24.) auch als Breunpuncte des Systems (4.) gelten lassen müs- 
sen, weil sie von den Derivirten, die ihren Pol auf der Directrix haben. 
sanz in derselben Abhängigkeit stehen, wie die Brennpuncte der Directrix 
zu ihren Tangenten. Wir wollen indessen tiefer auf diese Untersuchung 
»ingeben, um die Natur der Brennpuncte eines Derivirten- Systems in ihrer 
sanzen Allgemeinheit zu erkennen, und wollen die Ausdrücke für ihre 
Coordinaten, wodurch dann als besonderer Kall auch die Brennpuncte der 
Directrix ermittelt werden, zu entwickeln suchen. 

Ein Brennpunet eines Kegelschnittes ist analytisch dadurch charac- 
terisirt, dafs jede durch denselben gelegte gerade Linie mit imaginärer 
Richtung eine Tangente an den Kegelschnitt wird ”). Indem wir uns also 
zu der oben angedeuteten Abstraction erheben, müssen wir den Begriff 
eines Brennpunctes in einem beliebigen Derivirten- System in Bezug auf eine 
Directrix zweiten Grades dahin definiren, dafs jede durch denselben gelegte 
serade Linie mit imaginärer Richtung ihren Pol auf der Directrix hat. 

Lassen wir die Linie (23.) durch einen bestimmten Punct =’ y” ge- 
heu, so wird 2 = — v’— mx‘ und die Gleichung (24.) liefert zwei hierler- 
gehörige Werthe von an. Die Curve (24.) scheidet das Coordinatenfeld 
in zwei Räume; jedem Puncte des einen Raumes, den man sich aufserhalb 

=) Vergl. Plücker, Anal. Entw. Il., 478 und System der anal. Geom. 128. 
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der Curve denkt, auch wenn diese sich in’s Unendliche erstreckt, ent- 
sprechen zwei reelle, jedem Puncte innerhalb derselben zwei imaginäre 
Werthe von m, welche auf der Grenzscheide beider Räume selbst zusam- 
menfallen. Da jedem reellen Werthe von m eine und nur eine Richtung 
der Linie (23.) entspricht, so sind aus jedem Puncte aufserhalb (24.) zwei 
Derivirte an (5.) möglich, welche ihren Pol auf dieser Linie selbst haben. 
Dasselbe kaun man aber nicht ohne Ausnahme von allen Puncten sagen, 
welche nur imaginäre Werthe von »» zulassen; wie sich aus folgender 
Krörterung, die wir hier einschalten müssen, ergeben wird. 


m be) 


lir. Plücker ist schon aus geometrischen Betrachtungen zu dem 
Schlusse gelangt, dals ein Winkel, dessen an für ein rechtwinkeliges Coor- 
dinaten-System gleich —y—1 ist, jeden beliebigen imaginären Werth 
habe. Wir wollen aber ganz allgemein die Richtungen bestimmen, welche 
einem imaginären 2 für einen beliebigen Coordinaten- Winkel w entsprechen. 
Dabei bemerken wir im Voraus, dafs ein Winkel (oder auch ein Bogen 
einer geschlossenen Linie) von willkürlicher Gröfse nicht blofs durch die 
Form $, sondern auch durch + dargestellt wird, weil eine unendliche 
Drehung eine Gröflse mit bestimmtem Anfange ohne bestimmtes Ende liefert. 
Bezeichnen wir nun jeden Winkel, welchem 


r . N\.\ 
m e(cosY-- y—1.sınJ) 
aneehört, durch z, so ist 
sin 7 eV-l _. om: vi 
— m . 
su(w—2) em) y—._ eu) y— 
Aus dieser Gleichung erhält man 
{ l-—- m e“ Vi 
he Ä Ä 
1 — meruV-ı 
oder, da 
ar s as 2 r 
ei} COSW-- y—lsınw, Beier COSsw —y —I sınw, 


vermöge der vorausgeseizten Form von m, 


ay-ı 1—ocos(4+ ©) u Ama .osin(U + w 

1 — 9 cos (U — w) — y—l.osin(# — w) 
Diese Gleichung führt, wenn wir beiderseits den log. nehmen und solche 
Winkel, welche nur um ein Vielfaches von zwei Rechten von einander 
abweichen, weil sie dieselbe Richtung bestimmen, nicht von einander unter- 


scheiden, jedesmal nur zu eivem einzigen Werthe von 2; wit Ausnahme 


der beiden Fälle, wo der Zähler oder der Nenner ihrer rechten Seite 
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verschwindet. Setzen wir den Zähler gleich O0, so kommen wir zu der 


Bedingung 
+00, 0—=1; m 00sW— y—1.sinw. 
Um hiernach z& zu bestimmen, sei 23 —a@-+vy-—1; dann mufs also 
an e”’ (cosu -—- Y—1.sin®) = 0 


sein. Dies erfordert aber offenbar, da # und v reelle Gröfsen sind, e" ==0. 
also v— x, wobei a ganz beliebig bleiht. Zu einem gleichbedeutenden 


Resultate führt uns die zweite Annahme, dafs der Nenner von eY- 


' gleich © 
werden soll, woraus nämlich folgt: 
3-00, p=1; m= c0sw -y—l.sinw; 

e”” (cosu-- y—1.sina) = x. 
Denn die letzte Gleichung erfordert, dafs v- — x werde, wobei wiede: 
u beliebig bleibt. Daher kann der Winkel, welchem 

23. m cosw+y—1.sinw 
entspricht, jeder beliebigen imaginären Gröfse gleich gesetzt werden, d.h. 
wenn der Punct x” y” so gelegen ist, dafs die zugehörigen beiden Werthe 
von m durch (25.) gegeben sind, so ist jede durch denselben gelegte gerade 
Linie mit imaginärer Richtung eine Tangente an (24.) und hat als Derivirte 
des Systems (4.) ihren Pol auf (5.). 

in dem besondern Fall, wenu » ein rechter Winkel ist, wird 
nach (25.) m == +7 —1. Also kann ein Winkel, dessen Tangente +, —1 
ist, jeder beliebigen imaginären Gröfse gleich gesetzt werden. 

Die Bedingung (25.) lälst sich geometrisch dahin interpretiren, dafs 
jedes Perpendikel, oder auch jede schräge Linie, welche man von einem 
beliebigen Punecte nach einer der Richtung »2 zugehörigen geraden Linie legt. 
unter der unendlichen Form erscheint, weil der Nenner y(m’--- 1— Im cosw). 
welcher in den Ausdrücken für ein solches Perpendikel oder eine solche 
Schräge vorkommt, für den in (25.) enthaltenen Werth von m jedesmal 
verschwindet. 

Nach dieser Digression kehren wir zu der Gleichung (24.) zurück. 
und setzen in ihr zur Bestimmung der Brennpunete des Derivirten- Systems 

Pr 


m coswty —Il.sinw, n — — (y’’- 2 cosw) Fy—1.2"sinw, 


wo die obern Zeichen. wie auch die untern , zusammengehören: dann 


“dl 


erhalten wir zur Bestimmune von 2'’v’ eine Gleiehune zweiten Grades. 
an . = 


welche aus einem reellen und einem imaginären Theile besteht. Setzen 


4‘ 


wir jeden dieser Theile für sich gleich O0, so erkennen wir, dafs av 











Druckenmuller, uber derivirte Linien. 


J 


22 I. 
einer der Durchschuittspuncte der beiden Linien 
(47° - Acos?w.x2"- 2 Acosw.2y — 2(Bcosw-- D)y 
0 — ?(B cos?w-- Dcosw) x -- Ccos?w ---2E cosw- F — 0, 
Acosw.2’- Aexy—By— (RB cosw-+-D)z -- Ccosw-E —=0 
Zur Auflösung dieser beiden Gleichungen mufs unterschiedeu 


26 


sein muls. 
werden. ob A gleich O ist, oder nicht. 
Wenn A nicht verschwindet, so lassen sich die beiden Gleichun- 


sen (26.), indem wir in der letztern den weggelassenen Factor sin» resti- 


. ı 
tnıren umü 








4; D- A B COS (Ar PER B\ sın w 
v Bine a x ur 
' y.d i yA 
r ur n sc 
M B’— AC)cos?w- D’— AF--2(BD— AE)cosw! ji: 
r 1 . y . { 
N [4 (B° — AC)sin?2w-- (BD— AE)sinw} —, 
setzen. auf die Korm 
y—t M, TıYı N 
bringen und liefern demnach 
+y(4(M+yM--4N9)), = +/(4(—Hxy(M?’-4N)). 


y 


I n 
wo aus den vorkommenden Doppelzeichen diejenigen Zeichen zusammen- 


zunehmen sind, welche in y, und x, die nämliche Stellung einnehmen. Un 
ndlich von v, und 2, zu v und x zurückzukehren, hat man die Formeln: 


pP D 2, er 
EBENEN ah c _——  —_, 
YA yAtangw A ’ yAsıno ' A 


7 


\us der Form der Werthe von v, und x, geht hervor, dafs immer zwei 


ler erhaltenen Auflösungen reell und zwei imaginär sind. 
ist daeegen 4 0, so stellt bekanntlich die Gleichung (24.) eine 


das Derivirten- ÖSvstem ist selbst ein parabolisches. Unter 


Parabel dar. und 
dieser Annahme sinken aber die Gleichungen (26.) auf den ersten Grad 
nd biefern für v und nur ein Paar endliche Werthe, nämlich 
F cos + E)+D(F—C BOBNE....; 2... nn 6... Mon... name 
(B:-2 BD cos®+D: ? 2(B?+2 BD cosw-+D: | 
Hierdurch kommen wir 


drei andern Auflösungen werden unendlich. 


liefslich zu folgendem Matze: 

NN, Jedes System von Derivirten, in Bezug auf eine Directr.xw 
weiten Grades, hat vier Brennpuncte, wovon immer zwei reell und zwei 
imaginär sind. An einem parabolischen Systeme liegen die beiden imagi- 


und einer der reellen Brennpuncte im Unendlichen. 


eh 
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Die Gleichungen (26.) vereinfachen sich selır, wenn der Coortdinaten- 
winkel ein rechter, also cosw=—=0, sin» --1 ist, und kommen dann auf 
diejenigen zurück, nach welchen Hr. Plücker die Brennpuncte eines Kegel- 
schnitts, welcher in Linien-Coordinaten in Bezug auf rechtwinkelige Achsen 
dargestellt ist, bestimmt hat. 

Läfst man die Derivirten in die Polaren in Bezug auf die Directrix (9.) 
übergehen, also wenn die Gleichungen (26.) die Brennpuncte der Direetrix 
selbst bestimmen, so ändern sich diese der Form nach nicht, aber die Coel- 
ficienten der Gleichung (24.) bekommen eine auf diesen Fall passende ein- 
fachere Gestalt. Indem wir beispielsweise zur blofsen Verification von 
der Directrix 

27. ay’ıb’r ab’ 
ausgehen, wird in (4.) für das Polaren- System 
neh, Werne ee 


und u, BP = 0, ny x ab*; 
u=U, B, = —ub, 3a 03 
U, = +@ ”, ß,  . Ö, Ya 0; 

also 


A= ar, Feel, ;B=0; D=0, E=0. 

Setzen wir nebstdem voraus, dafs (27.) auf ihre Achsen bezogen 
sei, so gehen die Gleichungen (26.) in 

y—ı tt" —b — 0, ey 0 
über und führen unmittelbar zu der bekannten Bestimmung der Brennpunete 
einer Ellipse oder Hyperbel, lehren auch, dafs die beiden reellen Brenn- 
puncte einer solchen Linie auf ihrer grofsen, die imaginären auf der klei- 
nen Achse liegen; welches Resultat sich leicht für jedes Derivirten- System 
seneralisiren läfst. 

Die bekannten Eigenschaften der Brennpuncte eines Kegelschnittes 
übertragen sich ohne Ausnahme mit den gehörigen Modificationen auf die 
Brennpuncte eines Derivirten-Systems. Nur über eine derselben erlaube 
ich mir eine Bemerkung. Bekanntlich liegen die Fufspuncte der Perpen- 
dikel, welche man von einem der Brennpuncte eines Kegelschnitts auf alle 
Tangenten desselben fällen kann, auf dem Umfange eines und desselben 
Kreises, und eben so die Fufspuncte der Perpendikel, die von einem der 
Brennpunete eines Derivirten- Systems in Bezug auf eine Directrix zwei- 
ten Grades auf diejenigen Derivirten, deren Pole auf der Directrix selbst 
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liegen. gezogen werden können. Da aber durch den Brennpunct selbst 
unendlich viele gerade Linien gelegt werden können, welche den Kegel- 
schnitt berühren, respective als Derivirte ihren Pol auf der Directrix haben, 
so muls man schliefsen, dafs der Ort jener Fufspuncte, aufser dem Umfange 
einer Kreislinie,. auch noch den Brennpunet selbst als isolirten Punct ent- 
halte. Und wirklich gelangt man, wenn man den geometrischen Ort aller 
jener Fulspuncte direct aufsucht, zu einer Gleichung vierten Grades, welche 
in zwei andere zerfällt: in die Gleichung eines Kreises, und in die eines 
isolirten Punctes, des Brennpunctes selbst. 

Wir schlieisen diesen Aufsatz mit zwei Bemerkungen, welche sich 
auf die Fortbildung der in ılım entwickelten Principien beziehen. 

Will man die Resultate, zu welchen wir gelangt sind, auf andere 
Coordinaten- Systeme als die des Punctes übertragen, so mufs man überall 
unter zy dasjenige Element der Coordinaten- Bestimmung verstehen, wel- 
ches dem jedesmaligen Systeme zu Grunde liegt, also eine gerade Linie 
oder einen Kreis, jenachdem wir uns in der Geometrie der geraden Linie 
oder des Kreises bewegen. Davon ist dann aber eine nothwendige Folge, 
dafs z. B. im System der Linien-Coordinaten als Pol eine gerade Linie 
angesehen werden mufs und dafs als Derivirte erster Ordnung überall 
derjenige Ort auftritt, welcher in diesem Systeme durch eine Gleichung 
ersten Grades dargestellt wird, also der Punet, so dafs Punct und ge- 
rade Linien in den Systemen der Punet- und Linien- Coordinaten ihre 
Rolle vollständige tauschen. Nur wenn man sich dieser analytischen Con- 
sequenz ohne Kinschränkung überläfst. findet zwischen jenen beiden Syste- 
men eine Jurchgreifende Reciprocität statt. So bedeuten daun die Glei- 
ehungen (18. bis 21.) ın Linien -Coordinaten ebenfalls Puncie; mau hat 
nicht mehr von conjugirten Durchmessern zu reden, sondern von conjugirten 
Puncten, und an die Stelle des Mittelpunetes in jedem System von Deri- 
virten; so wie in der Directrix tritt eine feste gerade Linie, auf weicher 
je zwei conjugirte Punete liegen. Zwar läfst sich aus einer Gleichung 
zweiten Grades in Linien-Coordinaten eben so leieht wie in Punet- Üoor- 
dinaten die Lage des Centrums, der Achsen und des einer gegebenen Rich- 
tung conjugirten Durchmessers für den entsprechenden Kegelschnitt bestim- 
men: aber will man nicht blofs zu einem bereits bekaunten geometrischen 
Factum den analytischen Ausdruck suchen, will ınau die Einführung ver- 


schiedener Coordinaten - Systeme als eben so vieler Uebertragungsprincipien 
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fruchtbar machen, so mufs man dieselben analytischen Formen nach der 
verschiedenen Bedeutung der veränderlichen und constanten Gröfsen in 
jedem besondern Systeme blofs interpretiren. 

Gleichwie wir in dem System der gewöhnlichen Polaren die reci- 
proke Figur zu einer gegebenen durch die Bewegung einer geraden Linie. 
welche in ihren auf einander folgenden Lagen den Puncten der letztern 
als Polare angehört, erzeugen, bestimmen auch die auf einander folgenden 
Derivirten, nicht blofs erster, sondern jeder beliebigen Ordnung zu den 
Puncten einer gegebenen Figur in ihrem Durchschnitte die eutsprechenden 
Punecte einer neuen Figur, welche zu der ersten in der allgemeinsten Be- 
ziehung der Reciprocität steht. Diese Gattung der Verwandtschaft ist noch 
umfassender als die der Reciproecität bei den Polaren der verschiedenen 
Ordnungen; für eine gegebene Directrix erhält man zu jeder Figur unend- 
lich viele reciproke. Die Aufsuchung der dabei geltenden Gesetze ist nich! 
ohne eigenthümliche Schwierigkeit. 

Düsseldorf, den 25. Januar 1843. 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 1. 4 















Mocbius, über die Kugelfläche durch fünf Puncte gehend. 


2. 


Die vom Hrn. Dr. Luchterhand am Sechlusse des 

23sten Bandes mitgetheilte Bedingung, unter welcher 

fünf Punete ın einer Kugelfläche liegen, aus einem 
harycentrischen Princip abgeleitet. 


(Von Hrn. Prof. A. I. Mocbius in Leipzig. ) 


Her Dr. Luchterhand eutwickelt a. a. O. die Relation, welche zwischen 
len rechtwinkligen Coordinaten von fünf in einer Kugelfläche liegenden 
Puneten Statt findet, und gelaugt durch geometrische Deutung dieser Re- 
lation zu dem merkwürdigen Satze, dafs, wenn man von den fünf Pyra- 
miden, welche durch je vier der fünf Puncte bestimmt werden, den Inhalt 
einer jeden mit dem Quadrate der Entfernung des jedesmal übrig bleiben- 
den fünften Punctes von einem beliebigen sechsten multiplieirt, die Summe 
von dreien dieser Producte gleich der Summe der beiden andern ist. 

In einer Anmerkung wird der entsprechende Satz für die Ebene 
hinzugefügt. 

Am einfachsten dürften diese Sätze durch Hülfe nachstehender ba- 
yeentrischer Betrachtungen zu beweisen sein, bei denen sie als specielle 
Källe von allgemeineren Sätzen, und letztere hinwiederum als besondere 
Anwendungen eines barycentrischen Prineips erscheinen, das noch für 
manche andere geometrische Untersuchungen von Nutzen sein kann. 

I. In Bezug auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem sei (A, Y, Z) 
der Schwerpunet der in den Puncten (x, y, 2), (x, y’, 2°) etc. befindlichen 


Gewichte m, m‘ 


etc., unter denen hier, wo blofs Raumgröfsen in Betracht 
kommen, beliebige Zahlen, die zum Theil auch negativ sein können, zu 
verstehen sind. Es ist dann bekanntlich 

x mem r'+ı. 


| oder m(X— 2) m (Ä— 2)... = 0 
mm... \ 


? 
folglich 

(a) ma tm"... m(X--(2— A))-- m (A+(e’— AÄ)) +... 

— (mm...) A’ m(2— X) m(o’— X... 


und ebenso 
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db) my my’ +. (m+m 4...) +m(y— M-Hm/(y'— NV)... 
(ce) m2?--mzr +... = (mm... )Z-Am(3—Z)-- m/s’ —Z)- 0... 


Die Addition von (a.), (b.) und (e.) giebt, wenn noch der Aufangspunei 
des Coordinatensystems mit O0, die Puncte (®, y, 2), (x, y‘, 2’) ete. mil 
A, 4, .... und ihre Schwerpunet (A, Y, Z) mit S bezeichnet werden: 
(d.) m.04°--m’. 0A”... (m -- m’--...)08°-- m. SA m. SA" --.... 


Ist demnach von den Puncten A, AY, ...., denen resp. die Gewichte 
m, m, .... zukommen, ÖS der Sehwerpunct, so ist, wo auch der Punct © 
angenommen werden mag, das Aggregat 

m.O04°--m’.04"--....— (m-: m’ ....)O8° 
stets von derselben Gröfse. Sein aus (d.) fliefsender Werth n.SA 
m‘. SA” .... ergiebt sich, wenn man O mit S zusammenfallen läfst. 

2. Um diese Relationen etwas einfacher darzustellen, werde zu 
dem System der mit den Gewichten an, mu’, .... belasteten Puncte A, 4, .... 
der Schwerpunet S selbst mit einem Gewichte hinzugefügt, welches deı 
negativ genommenen Summe der Gewichte von 4, A’, .... gleich sei. Man 
erhält somit ein System, bei welchem die Summe der Gewichte null ist. 
und welches gar keinen Schwerpunect hat, allein eben deshalb die Kigen- 
schaft besitzt, dafs jeder seiner Puncte der Schwerpunet des jedesmal 
übrigen ist; z. B. A der Schwerpunet von A/, .... und 85 mit den resp. 
Gewichten an‘, .... und (m-- m’ ....). Barye. Caleul. $. 10. 

Dafs das System der Puncte A, B, C, ...., deren Gewichte «, 
b, €, .... seien, keinen Schwerpunct hat, werde ausgedrückt durch 

aA--bB--cU--... = 0, 
wobei immer auch @--b-- € --....—0 sein mufs (ebendas. $.15.4.). Die 
geometrische Bedeutung hiervon ist, dafs wenn durch A, B, €, .... naclı 
einer beliebigen Richtung gelegte Parallelen von irgend einer mit dieser 
Richtung nicht parallelen Ebene in A, BY, C', .... geschnitten werden, 
a.44'--b.BB'- c.CC-+.... = 0 

ist (8. 13.) oder, was auf dasselbe hinauskommt, dafs, wo auch der Puncı 
Z angenommen werden mag, das Vieleck, dessen Seiten parallel mit 74, 
ZB, ZC, .... und resp. — a.Z4, b.ZB, c.ZC, .... sind, ein in sich zu- 
rücklaufendes oder geschlossenes ist. 

I“ Verbindung hiervon mit dem in 1. vom Schwerpuncte bewiesenen 


Satze schliefsen wir nun: 
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Ist aA-bB --cÜ--...—0, so ist für jeden Ort des Punc- 
(tes O0 die Summe a.04°’--b.OB’--ce.0C’--.... von derselben 
Gröfse; oder, was dasselbe aussagt: es ist für eine beliebige An- 
nahme der Punete O und P, 

a(04?— P4’)--b(OB’— PB’) --c(0C?’— PC’) -.... = 0. 

3. Anwendungen. Mit gehöriger Rücksicht auf die Vorzeichen 
bei Bezeichnung einer geraden Linie, eines Dreieckes oder einer dreiseiti- 
gen Pyramide durch Nebeneinanderstellung der zwei, drei oder vier an 
die End- oder Eckpuncte gesetzten Buchstaben (B. C. S$.1., 18. und 19.) 
ist, wenn drei Puncte A, B, Ü in einer Geraden liegen: «A- bB-- cl —0, 
wobei sich a:b:c BC:C4A: AB verhalten ($. 22. e.), oder kurz: es ist 

BC. A--CA.B-- AB.C 0. 
Ebenso hat man bei vier in einer Ebene enthaltenen Puncten A, B, C, D 
($. 24. c.): 
BCD.A—-CDA.B- DAB.C- ABC.D = 0, 
und bei fünf Puneten A, ... E im Raume ($. 26. c.): 

BCDE.A-- CDEA.B -- DEAB.C-- EABC.D--ABCD.E — 0, 
Wo daher auch die Punete O und P angenommen werden mögen, so ist, 
wenn A, B und Ü in einer Geraden liegen: 

f1.] BC(02— P2)-- CA(OB’— PB) -- AB(OC”’— PC?) — 0, 
wenn A, B, CE und D in einer Ebene liegen: 

[2] BCD(04°— PA’) — CD4A(0B’— PB: 

DAB(0C°— PC’) — ABC(OD’— PD’) — 0, 

und wenn A,... E fünf Puncte im Raume überhaupt sind: 
13.] BUEDE(04°— PA’) -CDEA(OB— PB’) 

DEAB(0C° — PC’) EABC(OD'— PD’) - ABCD(OE'— PE') --: (), 

4. Weitere Folgerungen. « Man lasse in [1.] den Punet 
P mit A zusammenfallen, so kommt 

BUC.04°:--CA.0B’-- 4B.OUC’ CA.AB’-- AB.C4 
CA.AB(CA- AB) CA.ADB.CB, 
wofür man auch schreiben kann: 
AB.OUC?:-- BUÜ.04' AU.OB'-- AB.BUC.AC. 

Diese Formel, in welcher, wenn B zwischen A und EC liegend angenommen 
wird, alle Glieder positiv sind, drückt die bekannte Relation bei einem 
Dreieck ACO aus, in welchem man noch die Spitze O0 mit einem Punete 
B der Basis AU verbunden hat. 








93, Moebius, über die Kugelfläche durch fünf Punete gehend. 29 


b. Nimmt man in [2.] au, dafs die vier Puncte A, ... D in einem 
Kreise liegen, und läfst P den Mittelpunet dieses Kreises sein, so wird 
PA’ — PB’ — PC’ — PD’, und da immer 

BCD— CDA-- DAB — ABC — 0 
ist (B.C. 8.18. c.), so reducirt sich [2.] auf 
BCD.04°’— CDA. OB’ -- DAB.OC’— ABC.OD’ == 0, 

worin, wenn A, B, C/, D die Ordnung ist, in welcher die vier Puncte im 
Kreise auf einander folgen, sämmtliche vier Dreiecke BUD, ÜDA etc. 
einerlei Zeichen haben. Dabei kann, wie man noch bemerke, der Punct © 
auch aufserhalb der Ebene des Kreises liegen. Es ist dies die Luchterhand- 
sche Relation für den Kreis. 

c. Sind A, B, C, D, E fünf Puncte in der Oberfläche einer Kugel. 
deren Mittelpunet P ist, so ist PA’ — PB’ — etc. Deshalb, und da 
inmer BÜDE -- CDEA -- ....+ ABCD=— 0 ist ($. 20. d.), zieht sich unter 
der gemachten Annahme die Formel [3.] zusammen in: 

BUDE.O04'-- CDEA.OB’-- DEAB.OC’-- EABC.OD'- ABUD.OE° 

= 

Nimmt man dabei an, was immer möglich ist, dafs die Puncte A und & 
auf entgegengesetzten Seiten der Ebene BUD liegen, so haben, wie leicht 
aus 8.19. und mit Hülfe einer Zeichnung erhellet, von den fünf Pyramiden 
BUDE, ... ABCD der Formel die erste und die letzte einerlei Zeichen. 
und das entgegengesetzte die drei übrigen. Dies ist der Luchterhandsche 
Satz für die Kugel. 

d. Um noch eine Folgerung hinzuzufügen, wollen wir setzen, dafs 
in [2.] die vier Puncte A, B, C, D iu einer Ellipse liegen, von welcher 
O0 und P die beiden Brennpuncte seien. Alsdann ist OA--PA=--0B- PB 

etc. gleich der grofsen Axe der Ellipse, welche 2« heilse.  Hier- 
durch wird 
04°?— PA’ —= 24(04A— PA) = Ya?0A— 2a); 
ebenso OB? — PB? — 24(20B — 2a) etc. und die Gleichung [2.] verwan- 
delt sieh damit in 
BCD(0A—- a) — CDA(OB — u) - .... = 0, 
oder da BUÜD— CDA--.... —0 ist: 

(K.) 04A.BCD— OB.CDA--OC.DAB — OD.ABC — v0. 

Durch gauz ähnliche Schlüsse wird man zu derselben Gleichung 
auch unter der Voraussetzung geführt, dafs A, B, C, D in einer Hyperhel 
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liegen. welche 9 und P zu Brennpuncten hat. Da ferner ein Kegelschnitt 
durch vier in ihm liegende Puncte und den einen seiner beiden Brenn- 
puncte vollkommen bestimmt ist, so schliefsen wir: dafs die Gleichung (K.) 
die nothwendige und hinreichende Bedingung darstellt, unter welcher vier 
Puncte A, B, €, D einer Kbene in einem Kegelschnitte liegen, von wel- 
chem O der eine Brennpunct ıst. 
Zusätze. a. Zerlegt man die Dreiecke BUD, CDA4, .... in solche, 
welche insgesammt 0 zur Spitze haben, und wonach 
BUD OBUÜ--OCD-- ODB, CDA = OCD--ODA--VAC etc. 
ist, so geht die Gleichung (A.) über in 
OD—-04)OBC--(OB— 04)OCD --(OB — OC)ODA 
OD —0OU)0AB -- (OC— 04) ODB -- (OD — OB) 0CA 0. 
Hieraus fliefst unmittelbar die Gleichung zwischen den Polarcoordinaten 
von vier Puncten eines Kegelschnittes, wenn dessen einer Brennpunct zum 
Pol genommen wird (oder die Gleichung zwischen den Radien Vect. und 
den Längen von vier Oertern eines Planeten). Setzt man nämlich OA = r, 
VB — r‘, OUÜ=—r', OD= r‘', und die Winkel, welche diese vier Linien 
nach einerlei Seite hin mit einer in der Ebene des Kegelschnittes gezo- 
genen Grundlinie machen, =, U, 1”, U“, so werden die Dreiecke OBC 
ir rsin(!’— U), OCD = tr" r‘ sin (l’'—!”) etc., und damit die vo- 
rige Gleichung 
r r)r'r sin (UT) -- (r—r)r rt sin (U) --(r—r')r' rsin(l—-1U') 
r'—r)rr'sin(Ü—Il) ri —r)r rt sn (U) -- (r'—r')rr sin 1) —=0. 
Auch muls sich dieselbe Gleichung als Resultat der Elimination aus den 
vier Gleichungen 
p r(l--ecos(—w)), p = r'(1-ecos(l"—w)), 
p r(l1--ecos("—w)), p =r'(1--ecos(!’"—w)) 
ergeben, welche der Reihe nach ausdrücken, dafs die vier Puncte (r, U), 
r. 0), 7,0) und (r%, U) in einem Kegelschnitte liegen, dessen halber 
Parameter p, dessen Eixcentricität — e, dessen Hauptaxe mit der Grund- 
linie einen Winkel = w macht, und von welchem der eine Brenn»punct der 
Anfaugspunet der Coordinaten ist. 
b, Setzt man bei |2.|, wie vorhin, dafs 09A+ PA=OB+PB —ete. 
2a, nimmt aber nicht zugleich an, dafs O und P mit A, B, C und D 
in einer Ebene liegen, so sind A,.. D vier Puncte einer Fläche, die durch 
Umdrehung eines Kegelschnittes, dessen Brennpuncte O und P sind, um 
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seine Haupt- Axe entsteht. Die Gleichung (K.) gilt folglich auch dann, 
wenn A, B, EC, D in dem Durchschnitte einer Ebene mit einer solchen 
Revolutionsfläche liegen, welche O zu dem einen ihrer Brennpuncte hat. 

c. Da die Gleichung (A.) auch dann noch bestehen mufs, wenn 
blofs 0, nicht auch P, in der Ebene ABCD liegt, und da in diesem Falle 
nach dem Satze in (d.) A,.. D in einem Kegelschnitte liegen, welcher & 
zum Brennpuncte hat, so schliefsen wir noch: 

Der Schnitt einer Fläche, welche durch Umdrehung eines Kegel- 
schnittes um seine Haupt- Axe entsteht, mit einer durch den einen Brenn- 
punct des Kegelschniltes beliebig gelegten Ebene, ist ein Keyelschnitt. 
welcher denselben Brennpunct zu dem seinigen hal. 

d. Behandelt man die Gleichung [3.] ähnlicherweise wie [2.], so 
findet sich 
0A.BCDE--OB.CDEA-- 0C.DEAB -- OD. EABC--OE.ABUCD — 0 
als die Bedingungsgleichung dafür, dafs fünf Puncte A,... E in einer 
durch Umdrehung eines Kegelschnittes um seine Haupt- Axe entstehenden 
Fläche liegen, von welcher O der eine Brennpunct ist. 

Indem man jede der fünf Pyramiden BCDE etc. in vier andere zer- 
legt, deren jede O zur Spitze hat, und wonach z.B. 

BUCDE OUCDE — ODEB -- OEBC — OBCD 
ist (8.20. zu Eude) verwandelt sich die vorige Gleichung in 
3/04 — OB) OCDE--Z(04— OD)OEBC 0, 


wo jeder der beiden summatorischen Ausdrücke eine Summe von fünf Glie- 


dern darstellt, deren jedes aus dem nächst vorhergehenden, das zweite aus 
dem hingeschriebenen ersten, erhalten wird, wenn man A, B, €, D, E resp. 
in B, C, D, E, A verwandelt. 
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3. 


Beiträge zur Chronologie. 
‘ Von Hrn. Dr. @.H. F. Nesselmann in Königsberg. ) 





Erster Beitrae. 


Es sind keine neue Theorieen, die ich hier mittheile, sondern nur Erleich- 
terungen und Vereinfachungen der practischen Anwendung schon bekannter, 
indem ich drei Aufgaben, die Bestimmung des Wochentages irgend eines 
christlichen Datums, die Berechnung des Osterfestes nach dem Julianische:: 
und Gregorianischen Kalender, und die gegenseitige Reduction des Moham- 
medanischen und des christlichen Datums auf einander mittels einiger Ta- 
bellen, in Vergleich mit den bisher gebräuchlichen Methoden, practisch be- 
deutend vereinfacht zu haben glaube. 

Da es bei den beiden erstgenannten Aufgaben immerfort darauf an- 
kommt, die Reste zu finden, die eine gegebene Jahrzahl läfst, wenn mau 
sie durch 19 und durch 25 dividirt, diese Zahlen aber für die Division 
nicht eben bequem sind, so nehme ich zunächst die Aufsuchung dieser bei- 
den Reste als zwei Hülfsaufgaben voraus. 


Erste Hülfs-Aufgabe. 


Den Rest der Division durch 19 zu finden. 


Da 400 durch 19 dividirt den Rest 1 läfst, so wird, wenn man vou 
einer gegebenen Zahl M 400 subtrahirt und den Ueberschufs durch 19 
dividirt, dieser Rest um 1 kleiner sein, als wenn man M durch 19 dividirt 
hätte: subtrahirt man aber S0OO von M, so wird der Rest des Ueberschusses 
um 2 kleiner sein; und so weiter fort. Im allgemeinen wird, wenn man M 
durch 19 dividirt den Rest m, M—400n den Rest p lälst, y =m—.n, also 
m p- n sein. Wenn man also von einer gegebenen Zahl M das möglich- 
gröfste Vielfache von 400, es sei das nfache, subtrahirt und den Ueber- 
schufs durch 19 dividirt, so erhält man, wenn man zu dem Reste dieser 
Division den Factor n addirt, den gesuchten Rest der Zahl M. Nun ist 
399 — 21.19; wenn man also die 21 ersten Vielfachen von 19 ein für 
allemal hinschreibt, so hat man nur von der gegebenen Zahl das möglich- 
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gröfste Vielfache von 400, von dem Ueberschufs das möglich - gröfste Viel- 
fache von 19 zu subtrahiren, und zu diesem letztern Ueberschusse den 
Factor des subtrahirten Vielfachen von 400 zu addiren; die Summe ist der 
Rest der gegebenen Zahl. Nun enthält Taf. I. «. die Vielfachen von 400 
und neben jedem noch den Factor n; Taf. 1. d. enthält die ersten 21 Viel- 
fachen von 19, so dafs man mit Hülfe dieser Tafel den Rest irgend einer 
Jahrzahl durch 19 ohne Division im Kopfe finden kann. Z. B. um den 
Rest zu finden, den 1839 durch 19 dividirt läfst, nehmen wir 18539 — 1600 
— 239, 239 — 228 —= 11, 11--4 == 15; demnach ist 15 der gesuchte Rest. 
Wird auf diese Weise der Rest gleich oder gröfser als 19, so nimmt man 
19 davon, z.B. 1846 — 1600 — 246, 246 — 228 — 18, 18-14 -— 22, also 
ist der Best 3. 
Zweite Hülfs-Aufgabe. 


Den Rest der Division durch 28 zu finden. 


Da 700 durch 25 aufgeht, so läfst, wenn man von irgend einer 
Zahl das möglich - gröfste Vielfache von 700 subtrabirt, der Ueberschufs, 
durch 28 dividirt, denselben Rest, den die gegebene Zahl läfst. Nun ist 
700 =—- 25.28. Wenn man also, wie es in Taf. H. geschehen ist, die 
ersten 24 Vielfachen von 25 hinschreibt, so kann man auch diesen Rest 
ohne Division im Kopfe finden. Z. B. 1539 — 1400 — 439, 439 — 420 — 19, 
und das ist der gesuchte Rest. 

Der Kürze wegen werde ich im Folgenden den Rest von 19 den 
Rest I., den Rest von 25 den Best II. nennen. Beide Reste substituire 
ich in den folgenden Rechnungen respective für die goldene Zahl und für 
die Stelle des Sonneneirkels. Man erhält die goldene Zahl, wenn man den 
Rest J. um 1, den Sonnencirkel, wenn man den Rest II. um 9 vermehrt. 


Wochentag eines christlichen Datums. 


Da der Julianische Kalender eine vierjährige Periode bildet, so 
giebt diese, combinirt mit den sieben Wochentagen, eine Periode von 25 


Jahren, nach welchem Zeitraume dieselben Jahrestage in constauter Reihen- 

folge wieder auf dieselben Wochentage fallen. Aber auch schon innerhalb 

der 2Sjährigen Periode fällt der Jahres- Anfang von je vier Jahren auf 

denselben Wochentag. Wenn man also den Jahres-Anfang von irgend 

welchen 25 auf einander folgenden Jahren kennt, so wird jedes Jahr, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 1. > 
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welches mit einem dieser gegebenen den Ztest II. gemein hat, mit demsel- 
ben auch in den Wochentagen übereinstimmen. Hat man aber den Wochen- 
tag des ersten Januar, so findet man den Wochentag irgend eines Datums 
desselben Jahres, wenn man die Anzahl der vom 1. Januar bis zu dem 
gegebenen Datum verflossenen Tage dureli 7 dividirt und den Rest zu dem 
Wochentage des ersten Januar addirt. Behufs dieser Rechnungen habe 
ich die beiden Tafeln IH. und IV. gegeben. Taf. Il. enthält oben in fünf 
Zeilen vertheilt die Reste II. von O bis 27 nach der Reihe, nur dafs nach 
je vieren ein Feld leer geblieben ist; die beiden darunter stehenden Zeilen 
enthalten für jeden Rest 11. eines Jahres A den Wochentag des 31. Decem- 
ber des Jahres A—1, in Zahlen ausgedrückt, so dafs 1 Sonntag, 2 Montag 
u.s. w. bedeutet. Die Taf. IV. zeigt in der Rubrik db. die bei dem Beginne 
eines jeden Monats bereits abgelaufenen Tage, in der Rubrik «., die wir 
vorläufig allein brauchen, die Reste der unter 5. stehenden Zahlen durch 7. 
Nach dem Gesagten wird in der folgenden Regel nichts mehr unklar sein. 
Man suche den Best II. oben in Taf. III. und notire die in einer 
der beiden untern Zeilen stehende Zahl, jenachdem das gegebene Datum vor 
oder nach Chr. Geburt fällt. Zu dieser Zahl addire man die in Taf: IV. a. 
bei dem Monatsnamen stehende Zahl, und den Monatstag des gegebenen 
Datums: die Summe dieser drei Zahlen dividire man durch 7, so ist der 
Rest der gesuchte Wochentag. 
7. B.: An welchem Wochentage ward Cäsar ermordet am 15. März 
14 v. Chr.? 
Das Jahr 44 hat den Rest I. — 16. Dazu finden wir 
DE VRUSEPEEE 
März aus Taf. IV.a..... 3 
der 156. März ........15 
Summe ... 2. 
Der Rest durch 7 ist 4, also war der Tag ein Mittwoch. 
Auf welchen Wochentag fiel der 5. October 1582, das Datum der 
Gregorianischen Kalenderreform? 
Rest HI. — 14; dazu aus Taf. II. .... 1 
October aus Taf. IV.a«... 0 
der 5. October. ...... 5 
Summe „2. 6, 
also war es ein Freitag. 
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Für den Gebrauch der Taf. IV. ist nur zu beachten, dafs vor Chr. 
diejenigen Jahre Schaltjahre sind, welche durch 4 dividirt den Rest 1 lassen. 
Will man aber den Wochentag eines Gregorianischen Datums fin- 
den, so reducirt man dieses auf das Julianische Datum, indem man von 
ersterem die in der vorletzten Zeile der Taf. V. bei dem gehörigen Zeit- 
raum stehende Zahl subtrahirt. In Bezug auf den Rest von 7 ist es aber 
gleichgültig, ob man die Zahl der vorletzten Reihe subtrahirt, oder die 
Zahl der letzten Reihe, die Ergänzung jener zu 14, addir. Demnach hat 
man zu den drei bei der vorigeu Regel angegebenen Zahlen noch diese 
Zuahl der letzten Reihe aus Taf. V. zu addiren. 
2. B.: 17. August 1786. Rest Il. —= 22; dazu finden wir 
se Fa 
August aus Tab. IV.a. .. 2 
Ir Amine a 
Zahl aus Taf. V....... 93 
Summe . .. 26. 
Der Rest durch 7 ist 5: demnach fiel der Todestag Friedrich des H. auf 
Donnerstag. 

Diese Methode, den Wochentag eines christlichen Datums zu be- 
stimmen, ist so ungemein einfach, dafs sie kaum etwas zu wünschen übrig 
läfst. Namentlich macht sie den Gebrauch der Sonntagsbuchstaben vull- 
kommen überflüssig, Man findet übrigens die Sonntagsbuchstaben, die den 
respectiven Jtesten II. augehören, wenn man die ersten sieben Buchstaben 
in umgekehrter Ordnung an die Zahlen in Taf. Ill. schreibt, so dafs A an 7, 
B an 6 u. s. w. zu stehen konmt. 


Julianisches Osterfest. 


Das Osterfest im Julianischen Kalender hängt nach den Bestimmun- 
gen des Nicäischen Conciliums nur von der goldnen Zahl und dem Sonnen- 
cirkel ab, oder, was auf dasselbe hinauskommt, von dem Rest J. und dem 
Rest II. Demnach wird immer, so oft je zwei Reste I. und Il. zusammen- 
treffen, Ostern auf dasselbe Datum fallen, das heifst, das Julianische Oster- 
fest ist in einem Zeitraum von 19.28 — 532 Jahren periodisch. Aber 
innerhalb 28 Jahren giebt es allemal je 4, in denen der 1. März, auf den 
es hier allein ankommt, auf denselben Wochentag fällt. Demnach wird 
auch, wenn ein Rest I. mit jedem der vier Zieste II., welche den 1. März 


. M. 


5) Br 
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auf denselben Wochentag setzen, zusammentrifft, Ostern auf dasselbe Datum 
fallen. Dadurch hat sich die Taf. VI. ähnlich wie Taf. Ill. abkürzen las- 
sen, und die einfache Regel ist nun folgende: 

Man suche den Rest I. links, den Rest II. oben in Taf. VI., 
so zeigt die Tafel unmittelbar das Julianische Osterdatum. 

Der Bequemlichkeit und einiger unten folgenden Rechnungen wegen 
habe ich das Osterdatum immer vom 1. März gezählt, so dafs man, wenn 
die Tabelle das Datum gröfser als 31 zeigt, 31 davon zu subtrahiren hat, 
um das Datum des April zu erhalten. 

Um den Tag im Gregorianischen Kalender zu finden, der dem ge- 
fundenen Julianischen Osterdatum entspricht, hat man zu letzterem die dem 
gegebenen Zeitraum angehörige Zahl aus der vorletzten Reihe der Taf. V. 
zu addiren. Das Jahr 1543 hat den Rest I. — 0, den Rest II. — 23: 
dafür giebt die Taf. VI. den 42. März — 11. April Jul. Styls, oder den 


23. April Gregor. Siyls. 


Gregorianisches Osterfest. 

Gregor führte statt der goldenen Zahl die von ihr abhängige Epakte 
ein, und zwar nach folgender Regel: Man multiplieire die goldene Zahl 
mit 11 und dividire das Product durch 30, so ist der Rest die Julianische 
Epakte. Wenn man von dieser in dem Zeitraum 

von 1583 bis 1699 die Zahl 10, 


-: 1700 ::> ‚48909 - uni 
- :1900 =: 2199 - ir 
ll. Ss, W. 


subtrahirt, wobei man dieselbe nöthigenfalls um 30 vermehrt, so ist der 
Ueberschufs die Gregorzanische Epakte. Zu jeder Gregorianischen Epakte 
nun giebt eine besondere Tabelle das Datum an, auf welches der Oster- 
vollmond fällt. Wenn man diese Zwischenreehnungen ein für allemal aus- 
führt und wieder für die goldene Zahl den Zest ]. substituirt, so ist klar, 
dafs man für jeden zweihundertjährigen Zeitraum unmittelbar zu jedem 
Rest I. das ihm entsprechende Datum des Östervolimonds angeben kann. 
Z. B. das Jahr 1540 hatte den Rest I. 16, also die goldene Zahl 17, da- 
her die Julianische Epakte 7, die Gregorianische Epakte 26, und zu dieser 
zeigt die Tabelle als Ostervollmondsdatum den 17. April. Wenn dagegen 
ein Jahr aus dem Zeitraum von 1553 bis 1699 den Rest I. — 16 hat. so 
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wird sein Vollmondsdatum auf den 16. April, und in einem Jahre aus dem 
Zeitraum von 1900 bis 2199 dasselbe auf den 18. April fallen. Demnach 
habe ich in der Taf. VI. für jeden dieser Zeiträume unmittelbar an den 
Rest I. das von ihm abhängige Datum des Ostervollmonds geschrieben, in 
derselben Weise, wie bei Taf. VI., nämlich vom 1. März fortlaufend ge- 
zählt. So hat man also aus Taf. VIL unmittelbar und ohne Rechnung für 
jedes Jahr den Ostervollmond. Nun könnte man nach der obigen Me- 
thode für dieses Vollmondsdatum den Wochentag aufsuchen, um den näch- 
sten Sonntag, das Osterdatum zu finden. Dies wäre aber weitläufig, und 
darum habe ich unten au Taf. VI. noch eine mit einem Sternchen bezeich- 
nete Reihe angefügt, welche die Rechnung für diesen speciellen Fall sehr 
abkürzt. Diese unterste Reihe in Taf. VI. enthält nämlich für jeden darüber 
stehenden Rest I}. die Anzahl von Tagen, welche zum 21. März zu addi- 
ren sind, damit man auf den nächsten Sonntag gelange, aber im Juliani- 
schen Kalender. Wenn nun die Taf. VII. das Vollmondsdatum, statt im 
Gregorianischen Kalender, auch im Julianischen gäbe, so würde zu jedem 
solchen Vollmondsdatum, welches durch 7 dividirt aufgeht, dieselbe Anzahl 
von Tagen zu addiren sein, wogegen jeder um 1 successive wachsende 
Rest jenes Datum dem nächsten Sonntage um 1 Tag näher bringt. Wenn 
also beide Tafeln, VL. und VII., für denselben Kalender berechnet wären, 
so würde man das Osterdatum erhalten, wenn man das Vollmondsdatum 
aus Taf. VII. durch 7 dividirte, den Rest von der durch den Ztest II. unten 
in Taf. VI. gegebenen Zahl subtrahirte und diesen Ueberschufs zu dem 
Vollmondsdatum addirte. Nun ist aber noch der Unterschied der Kalender 
in Rechnung zu bringen. Da z. B. in gegenwärtigem Jahrhundert dieser 
Unterschied 12 Tage beträgt, so dafs dem 21. März Jul. Styls der 33. März 
Gregor. Styls entspricht, oder, da es sich hier blofs um den Wochentag 
handelt, und man von dem 33. März 14 subtrahiren kann, der 21. März 
Jul. Styls mit dem 19. März Gregor. Styls auf einen Wochentag, unser 
21. März daher um zwei Wochentage später fällt, als der Julianische, so 
ist von der Zahl in Taf. Vl., aufser dem Reste des Vollmondsdatums, ge- 


w 


genwärtig noch 2, im Allgemeinen, die Zahl der letzten Reihe aus Taf. V. 


zır subtrahiren. Demnach gestaltet sich die vollständige Regel jetzt so: 
Man suche den Rest 1. links in Taf. VII. und notire die unter dem 

betreffenden Zeitraum stehende Zahl, welche das Ostervollmondsdatum :st. 

Zu dieser Zahl addire man die demselben Zeitraum angehörige Zahl der 
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untersten Reihe aus Taf. V., dividire die Summe durch 7, und subtrahire 
den Rest von der unter dem dem gegebenen Jahre angehörenden Rest II. 
stehenden Zahl der letzten Reihe in Taf. VI., wobei diese nöthigenfalls 
um 7 vermehrt wird. Den Ueberschufs dieser Subtraction addire man zu 
dem oben notirten Vollimondsdatum, so zeigt die Summe das Gregoria- 
nische Osterdatum. 


Beispiel: Gegenwärtiges Jahr 1843 hat den Rest I. O0, der Rest II. 
23. Der Rest I. giebt aus Taf. VII. das Vollmondsdatum 44; dazu aus 
Taf. V. 2 addirt, giebt durch 7 dividirt den Rest 4; dieser von 7, welche 
Zuahl in Taf. VI. unter dem Rest II. 23 steht, subtrahirt, giebt den Ueber- 
schufs 3, welcher zu dem Vollmondsdatum 44 addirt das Osterdatum 47, 
d. h. den 16. April giebt. 


Auch diese Methode ist sehr einfach und bequem, weil man die 
ganze Rechnung im Kopfe machen kann, und ein Versehen oder ein Rech- 
nungsfehler nicht gut möglich ist. 

Erhält man nach dieser Methode das Osterdatum 57, d. h. den 
26. April, so ist dafür der früheste Termin, nämlich der 22. März zu nelı- 
men. Der Fall hat sich aber bis jetzt erst einmal ereignet, nämlich im 
Jahre 1609, und wird sich erst 2076 wiederholen. Im Jahre 1609 haben 
wir nämlich Rest I. — 13, Rest IH. — 13, daher das Vollmondsdatum 50, 
dazu 4 giebt durch 7 den Rest 5; nun haben wir aus Taf. VI. bei dem 
Rest 13 auch die Zahl 5, d. h. der Vollmond fiel selbst auf Sonutag, und 
wir haben 7 hinzu zu addiren, also 57. Ebenso ist es im Jahre 2076; 
Rest 1. >, Rest IH. — 4; Vollmondsdatum 50; dazu 1 aus Taf. V. giebt 
den Rest 2; Rest IH. —=4 giebt in Taf. VI. ebenfalls 2, also Osterdatum 57. 


Ich brauche nicht zu erwähnen, dafs auch aufser diesem seltnen 
Falle Ostern auf den 22. März fallen kann. Z. B. für das Jahr 1S18 
haben wir Rest I. — 13, Rest II. — 26; Voilmond 21; dazu 2, giebt den 
Rest 2; subtrabirt von 3, giebt 1, welches zu 21 addirt den 22. März giebt. 

Es folgen hier noch als Auhaug zur christlichen Osterrechnung 
einige einfache Regeln über die Art der Abhängigkeit des Wochentages 
der unbeweglichen und des Datums der beweglichen Tage und Feste vom 
Osterfeste, wobei ich noch einmal erinnere, dafs ich unter dem Osterdatum 
immer die aus der Tabelle unmittelbar gefundene. noch nicht auf den April 
redueirte Zahl verstehe. 
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Wenn man zu dem Osterdatum im Gemeinjahr 1, im Schaltjahr 2 
addirt und die Summe von dem nächst gröfsern Vielfachen von 7 subtra- 
hirt, so zeigt der Rest den Wochentag an, auf welchen Neujahr fällt. 

Aehnlich kann man den Wochentag jedes Datums im Jahre von dem 
Osterdatum abhängig machen; wobei es nur darauf ankommt, die Zahl zu 
bestimmen, welche man zum Osterdatum addirt, bevor man dieses von dem 
Vielfachen von 7 subtrahirt. Diese Zahl findet man aber, wenn man zu 
dem gegebenen Monutstage die in Taf. IV. a. unter der Rubrik Gemein- 
Jahr stehende Zahl addirt, von der Summe 2 (im Schaltjahr in den 
Monaten Januar und Februar 1) subtrahirt und den Rest von dem nächst 
gröfsern Vieifachen von 7 subtrahirt. Zu. B. wollen wir eine Regel für 
das Johannisfest, 24. Juni, geben, so addiren wir aus Taf. IV. a. 4 zu 21! 
und subtrahireun davon 2, das ist 26; dann subtrahiren wir 26 von 28, so 
erhalten wir 2, und die Regel heifst nun: Man addire zum Osterdatum 2 und 
subtrahire die Summe von dem nächst gröfsern Vielfachen von 7, so ist 
der Rest der Wochentag, auf welchen Johannis fällt. — Oder auch: lan 
subtrahire die um 2 verminderte Summe des Monatstages und der Zahl 
aus Taf. IV. a. von dem Osterdatum, indem man dieses nöthigenfalls um 
7 oder um 14 vermehrt, und den Ueberschufs subtrahire man von dem 
nächst gröfsern Vielfachen von 7, so ist der Rest der Wochentag des 
gesuchten Datums. 

Mau subtrahire vom Osterdatum im Gemeinjahr 11, im Schaltjahr 10, 
so ist der Ueberschufs das Datum des Januar, auf welches der letzte Sonn- 
tag nach Epiphaniä fällt. Diesen Ueberschufs dividire man durch 7, so 
ist der Quotient die Anzahl der Sonntage nach Epiphaniä, der um 7 ver- 
mehrte Rest das Datum des Januar, auf welches der erste fällt. 

Man addire zum Osterdatum 2, so ist die Summe das Datum des 
Mai, auf welches der erste Sonntag nach Trinitatis fällt. Man addire zum 
Osterdatum 1, und dividire die Summe durch 7, so ist der Rest, zu 20 
addirt, das Datum des November, auf welches der letzte fällt; der Quo- 
tient, von 30 subtrahirt, die Auzahl derselben. 

In diesem Jahre ist das Osterdatum 47; davon 11 subtrahirt, giebt 
den 36. Jan. — 5. Febr. als Datum des letzten Epiphaniä - Sonntagen. 
36 durch 7 dividirt giebt den Quotienten 5 als Anzahl dieser Sonntage, 
und den Rest 1, der um 7 vermehrt anzeigt, dafs der erste derselben auf 
den 8. Januar fiel. 
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Ferner 47--2 = 49 sagt, dals der erste Trinitatis- Sonntag auf den 
IS. Juni fallt. 47--1 dividirt durch 7, giebt den Rest 6, der zu 20 addirt 
den 26. November als Datum des letzten, und den Quotienten 6, der von 
30 subtrahirt anzeigt, dafs die Anzahl der Trinitatis- Sonntage dieses Jah- 
res 24 ist. 

Man addire zum Osterdatum 3 und dividire die Summe durch 7. Der 
Rest zeiet das Datum des October, der Quotient aber, von 23 subtrabhirt, 
den Trinitatis- Sonntag, auf welchen das Erntefest fällt. Z. B. 47 --3— 5, 
Rest 1, Quotient 7: daher fällt in diesem Jahre das Erntefest auf den 
1. October und auf den 16. Sonntag nach Trinitatis. Der Rest 0 bedeutet 
hier den 30. September. 

Nennen wir das Osterdatum 9, so fällt auf den (O— ten April 
Bufstag, auf den (O—22)ten Mai Himmelfahrt, auf den (0— 12)ten Mai 
Pfingsten: auf den (O—19)ten Februar Fastnacht (im Schaltjahr aber, 
wenn 0-47 ist, auf den (O— 1S)ten Februar). 0--12, im Schaltjahr 
0-13, ist die Anzahl der Tage von Neujahr bis Fastnacht inclusive. 

Addirt man zum Osterdatum im Gemeinjahr 3, im Schaltjahr 4, und 
dividirt die Summe durch 7, so zeigt der Rest das Datum des Sonntags 
nach Neujahr; ist aber dieser Rest 0, 1 oder 6, so findet, kirchlich aus- 
sedrückt, kein Sonntag nach Neujahr Statt. 

Man dividire das Osterdatum durch 7, und addire den Rest zu 26, so 
ist die Summe das Datum des Sonntags nach Weihnachten. Ist der Rest 
0 oder 6, so findet dieser Sonntag nicht Statt, weil im ersten Falle der 
26ste December, d. h. der zweite Weihnachtstag, im zweiten Falle der 
32ste December. d. b. der 1. Januar herauskommt. 


Mohammedanischer Kalender. 


Die Mohammedaner haben ein Mondenjahr, und zwar ein Gemeinjahr 
zu 394 und ein Schaltjahr zu 355 Tagen. Ihr Kalender beruht auf einer 
dreilsigjährigen Periode, so dafs 2. 5. 7. 10. 13. 15. 18. 21. 24. 26. 
29. Schaltjahre sind, nach Einigen jedoch das 16te statt des 1dten. Ihre 
Aera begann am 15. Juli 622 n. Chr., nicht am 16. Juli, wie so oft fälsch- 
lich angeführt wird, z. B. noch von Francoeur in seiner Abhandlung „Sur 
le ealendrier des Mahometans. (Extrait des Additions a la connaissance 


des Temps pour 1840.) Alfergant und Ulugh-Beg versichern ausdrück- 
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lich, die Mohammedanische Aera habe an einem Donnerstage begonnen, und 
beide bauen ihre Regeln consequent auf diese Voraussetzung. Nun war 
aber nicht der 16te, sondern der 15. Juli 622 ein Donnerstag *). Das 
Jahr wird in 12 Monate von abwechselud 30 und 29 Tagen getheilt, deren 
Namen diese sind: 


Moharrem von 30 Tagen. Regeb von 30 Tagen. 
Safer - 29 - Schabäan - 29 - 
Rebia I. - 30 - Ramadhäan - 30 - 
Rebia I. -. 29 - Schewäl - 29 - 
Gemädil. - 30 - Dsilkade - 30 - 
Gemädi I. - 29  - Dsilige - 29 - 


Im Schaltjahre erhält der letzte Monat 30 Tage, so dafs, vernünftiger- 
weise, der Schalttag an das Ende des Jahres tritt, wie im ursprünglichen 
Julianischen Kalender, dessen Jahr mit dem ersten März begann. 

Die dreifsigjährige Periode enthält 10631 Tage, welche Zahl durch 
7 dividirt den Rest 5 läfst. Aus diesem Umstande werden sich die fol- 
senden Regeln, den 


Wochentag eines Mohammedanischen Datums. 


zu bestimmen, leicht einsehen lassen, ohne dafs sie einer detaillirten Er- 
klärung bedürften, wenn ich nur vorher gesagt habe, dafs Taf. VII. für 
den Mohamm. Kalender der Taf. IV. für den christlichen, Taf. X. dagegen 
der Taf. Il. entspricht. 


Man dividire die Jahrzahl durch 210 und den Rest dieser Divi- 
sion durck 30. Den Quotienten dieser zweiten Division suche man links 
in Taf. IX., den Rest oben in Taf. X. und schreibe die neben jenem und 
unter diesem stehenden Zahlen eine unter die andere; unter eben dieselben 
schreibe man das gegebene Monatsdatum, und endlich die in Taf. VI. a. 
neben dem Monatsnamen stehende Zahl, addıre diese vier Zahlen und 
dividire die Summe durch 7, so zeigt der Best den gesuchten Wochentag. 


2. B.: Auf welchen Wochentag fiel 18. Ramadhän 994? Rest von 
210 ist 154; dies durch 30 dividirt giebt den Quotienten 5 und den Rest 4. 





*) Hiermit wird natürlich nicht die Möglichkeit geleugnet. dafs das historische 
Factum der Flucht Mohammeds am 16. Juli Statt gefunden haben könne. 


Crelle’s Journal £f. d.M. Bd. XXVI. Heft 1. 6 
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Quotient 5 aus Taf. IX. giebt... 4 


Rest 4 aus Taf. X. ...... du 
Ramadhän aus Taf. VIH ...... 5 
18, Bamadhah u uu sen dus 18 





Summe ... 30. 

Der Rest durch 7 ist 2, also der Wochentag Montag. 
In der Zeitschrift für die Kunde des Morgenlandes Bd.3. S. 347 
heifst es: „Alexandrien ward an einem Freitage, dem ersten Tage des 
Monats Muharrem im Jahre 20 der Flucht, erobert.” Wir wollen diese 


Data prüfen. 
Quotient O aus Taf. IX.... 0 


Rest 20 aus Taf. X. ..... 3 
Moharrem aus Taf. VIII ..0 
1 Moharrem ..... 5 





Summe ... 4. 
Demnach fiel der 1. Moh. 20 nicht auf Freitag, sondern auf Mittwoch, wo- 
nach jene Angabe zu berichtigen ist. 

Die Anordnung der Reste in Taf. X. ist empirisch gewonnen. Die 
Taf. IX., welche den Ueberschufs der dreifsigjährigen Perioden über eine 
volle Wochenzahl in Anschlag bringt, erklärt sich leicht daraus, dafs, da 
eine Periode die Form 7n--5 hat, die doppelte die Korm 7n-/-10 oder, 
quod idem, 7n--3 ws. w haben wird. 

Um noch an einem Beispiel aus Ulugh-Beg zu zeigen, dafs er wirk- 
lich vom 15. Juli 622 ausgeht, nehme ich Folgendes aus seinem Werke über 
die Epochen (Cap. VI. Sect.1. pag. 49,50. Ed. Gravzus.). „Dienstag, am 
S. Schewäl des Jahres 847;” 847 durch 210 dividirt läfst den Rest 7; dem- 
nach haben wir 


aus Taf. X. ... 2 

aus Taf. VII... 0 

8. Schewäl .... 8 

10. 
Rest durch 7—3, also Dienstag. Das angeführte Datum entspricht, wie 
aus dem Folgenden hervorgehen wird, dem 28. Januar 1444 unserer Zeit- 
rechnung. Nun giebt 
Rest II. — 16 aus Taf. I... . 3 

ds JBBBRE 4.0.0 5 re 
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Rest von 7—3, d.i. Dienstag. Es steht also auflser allem Zweifel, dafs 
Ulugh-Beg die Mohamm. Aera als am 15. Juli begonnen betrachtet. (Vergl. 
dessen Werk Cap. 1. pag. 9, 10 oben.) 


Reduction des Mohammedanischen Datums auf das christliche, 
und umgekehrt. 


So einfach der Mohammedanische Kalender in sich selbst ist, so 
schwierig ist seine Vergleichung mit dem Julianischen, weil in beiden weder 
die Jahreslänge noch die Periode, noch die Reihenfolge der Schaltjahre 
übereinstimmt. Der einzige sichere Weg, auf dem eine genaue Vergleichung 
möglich wird, besteht darin, dafs man das in einem Kalender gegebene 
Datum auf Tage, und diese Anzahl von Tagen dann in dem andern Ka- 
lender auf Jahre und Monate reducirt. Die Tafeln IV.d. VIIL 2. XI. und XH. 
dienen dazu, diese Reductionen zu vereinfachen. Die beiden erstgenannten 
enthalten, die eine für den Julianischen, die andere für den Mohammedani- 
schen Kalender, die bei dem Beginne jedes Monats bereits abgelaufenen 
Tage des Jahres. Wenn man zu der entsprechenden Zahl einer dieser 
Tafeln ein gegebenes Monatsdatum addirt, so hat man dieses Datum als 
Jahrestag, d. h. vom 1. Jan. oder 1. Moh. an gezählt. Die Taf. XI. «. 
enthält in ähnlicher Weise die am Anfange jedes Jahres der dreifsigjähri- 
gen Molammedanischen Periode bereits abgelaufenen Tage; wobei die 
Schaltjahre schon in Rechnung gebracht und bei den folgenden Operationen 
nicht weiter zu berücksichtigen sind. Taf. XI. d. enthält die am Schlusse 
jeder 30jährigen Periode abgelaufenen Tage. In derselben Weise gieht 
Taf Xll. unter a. die am Anfauge jedes Jahres der vierjährigen Juliani- 
schen Periode, unter d. die am Ende jeder vierjährigen Periode bis 100, 
von da an die am Ende jedes Jahrhunderts abgelaufenen Tage. 


Hat man nun ein gegebenes Datum im Mohammedanischen Kalender. 
so verwandelt man dasselbe auf folgende Weise in Tage: 


Man subtrahirt von der gegebenen Jahrzahl die zunächst kleinere 
Periodenzahl aus Taf. XI. b. und notirt die daneben stehende Anzahl von 
Tagen. Den Ueberschufs der Jahre sucht man in Taf. Al. a. und schreibt 
die Anzahl von Tagen unter jene. Dann addirt man zu der in Taf. VIH. b. 
neben dem Monatsnamen stehenden Zahl das gegebene Monatsdatum, und 
setzt auch diese Summe unter die beiden schon notirten Zahlen. Die 
6 
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Summe der drei Zahlen giebt die vom 1. Moh. des Jahres 1 (15. Jul. 622) 
bis zu dem gegebenen Datum verflossenen Tage. 
7. B.: Es sei gegeben der 8. Schewäl 847. 
840 aus Taf. Xl.b...... . + 297668 
7 aus Wahr KR. @. 29. 1510901010986 
S Schewäl aus Taf. VIIL .. 274 


Summe . . . 300068. 

Findet man die gegebene Jahrzahl selbst in Taf. XI. d., so hat man 
nicht diese, sondern nach den Worten der Regel die nächst kleinere zu 
nehmen, weil das Jahr, welches man zählt, also auch die mit ihm schlie- 
(sende Periode, noch nicht abgelaufen ist. Wäre z. B. irgend ein Datum 
aus dem Jahre 990 gegeben, so hätten wir aus XI. d. 960 und aus XI. a. 
30 zu nehmen. 

Wenn man umgekehrt eine Anzahl von Tagen hat, welche man 
auf Jahre und Monate im Mohammed. Kalender reduciren soll, so ist das 
Verfahren dieses: 

Man subtrahirt von der gegebenen Zahl die möglich - gröfste Anzahl 
von Tagen aus Taf. Ml.b. und notirt die nebenstehende Jahrzahl; von 
dem Rest subtrahirt man die möglich-gröfste Zahl von Tagen aus X1. a. 
und addirt die daneben stehende Jahrzahl zu der vorigen; von dem Reste 
endlich subtrahirt man die möglich-gröfste Zahl aus Taf: VIII. b. Der 
Rest zeigt den Monatstag. 

7. B. 30006 Tage auf den Mohammed. Kalender zu reduciren. 

300068; davon aus Tab. XI. 2. 
297668 bei dem Jahre 840, 
2400; davon aus XI. a. 
2126 bei dem Jahre 7, 
974; davon aus Taf. VII. 
266 bei dem Monat Schewäl. 
°. 
Demnach ist das Resultat 847. 8. Schewäl. 











Es ist hier nur zu beachten, dafs man, wenn nach Abzug der dem 
Periodenjahre entsprechenden Anzahl von Tagen ein Rest bleibt, der kleiner 
als 354 ist, nicht vergesse, davon in Gedanken O aus Taf. XI.a. zu sub- 
trahiren, d. h. zu dem aus XI. d. gefundenen Jahre noch 1 zu addiren, 
weil die restirenden Tage in das folgende Jahr fallen. 
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Die entsprechenden Rechnungen im Julianischen Kalender sind de- 
nen im Mohammedanisehen ganz entsprechend. Da aber hier der Zweck 
dieser Reductionen die Vergleichung beider Kalender ist, so ist Taf. XI. «., 
welche hier nur vier Jahre enthält, so eingerichtet, dafs 622 als erstes 
Jalır, also das dritte als Schaltjahr gedacht ist. Ich habe nicht nöthig, 
die eben für den Mohammedanischen Kalender gegebenen Regeln hier zu 
wiederholen, zumal wir sie unten an vollständigen Beispielen sehen werden. 

Um bei der Reduction der beiden Kalender sicherer zu rechnen, ist 
es erforderlich, das in einem Kalender gegebene Datum auf den Anfangstag 
des andern zu reduciren. Nun sind vom 1. Januar bis zum 15. Juli ex- 
clusive 195 Tage verflossen. Demnach mufis man diese Anzahl von Tagen 
zu dem Mohammed. Datum addiren, um auf den 1. Januar 621 zu gelangen. 
Ebenso aber muls man von dem gegebenen Julianischen Datum 621 Jahre 
und 195 Tage subtrabiren, um auf den 1. Moh. des Jahres 1 zu gelangen. 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun die Reductionsregeln 
selbst geben, an denen nichts weiter zu erläutern sein wird. 


1. Reduetion des Mohammedanischen Datums auf das Julianische. 


Man verwandle die gegebenen Jahre und Monate in Tage, addır: 
dazu 195, verwandle diese Summe in Julianische Jahre und Monate und 
addire zu der Jahrzahl 621, so ist das Resultat das gesuchte. 

Z.B.: Auf welchen Tag des Julianischen Kalenders fällt der 5. Re- 
hia I. des Jahres 1259? 

1230 2.2.2.2... 435871 
a 














5. Rebia I. ... 64 
eonstant „2... 195 
446052 
davon .. . 435300 — 1200 Jul. Jahre, 
1752 
305 = u - 
447 
365 —= = - 
52 1222, dazu 
davon März aus Taf. IV.... 59 621 
23 1843 


Antwort: Auf den 23. März 1843, das ist, auf den 4. April 
Gregor. Styls. 
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2, Reduction des Julianischen Datums auf das Mohammedanische. 

Man subtrahire 621 von der Julianischen Jahrzahl und verwandle 
den Rest in Tage. Von diesen Tagen subtrahire man 195, reducire den Rest 
auf Mohammedanische Jahre und Monate, so ist das Resultat das gesuchte. 

Z. B: Auf welches Mohammedanische Datum fiel der 5. Oct. 1582? 

1582 — 621 —= 961. 

900 Jahre == 328725 Tage, 
60 - ==. 21915 - 
1 - = 0 + 
5.:Och «u. = 27S - 
350918  - 
davon ... 195 - 
30723 - 

davon gehen ... 340192  - auf 960 Jahre, 


10531 - 
10277  - Ne rie 
254 990 
Ramadlhän ...236 - 
Bea 79a 
Antwort: Auf den 18. Ramadhän 990. 

















Alle hier gegebenen Regeln gelten ganz ohne Einschränkung. Nie 
lassen sich aber zum Theil sehr vereinfachen, wenn man sie auf einen 
bestimmten Zeitraum beschräuken will. Als Beispiel will ich die Regel für 
die Berechnung des Gregorianischen Osterfestes im gegenwärtigen Jahrhun- 
dert geben. 

Mun nenne den Rest I.a., den Rest II.b., addıre zu 44 dasjenige 
Vielfache von 30, welches zunächst kleiner ist als Tla--6; von der 
Summe subtrahire man 11a, so ist der Ueberschufs das Ostervollmonds- 
datum, welches wir V nennen. V-, 2 dividire man durch 7 und nenne 
den Rest r; dann dividıre man den Rest b durch 4; der Quotient sei g; 
b--r- g subtrahire man von dem zunächst gröfseren Vielfachen von 7 
und addire den Ueberschufs zu V, so ist die Summe das Osterdatum. 

Zur Anwendung dieser Regel hat man gar keine Tafel nöthig, 
wenn man nur die Mühe nicht scheut, die Divisionen der Jahrzahl durch 














5. Nesselmann, Beiträge zur Chronologie. 47 


19 und durch 28 wirklich auszuführen. Auch läfst sie sich durch ganz 
kleine Aenderungen auf jedes andere Jahrhundert anwenden, indem man 
nur statt 44 (Vollmondsdatum für a0) und statt der 2 zur Aufsuchung 
des Restes r (Zahl und Taf. V.) die dem Jahrhundert entsprechenden 
substituirt. 

In Formeln kann man die Regel für gegenwärtiges Jahrhundert so 
ausdrücken. Die Jahrzahl sei N, das Osterdatum O; 

N —= 19m-+a —= 28n--b 
44+30k—1la = V/ 





































































































<11a-+-6 
OR 40 —_24 
V--2 —= Tıh-+r 
7p—(b+44r) == d 
<< 8 
B* 
V-d—=0O 
Taf. I. 

b. d. 

19 | 400 | 4 

33 s00|2 

57 || 1200 | 3 Taf. II. Taf. I. 

76 || 1600 | 4 — | 
95 || 2000 | 5 28 | 364 Io|-|ı|l2| 3) 4 — 
114 | 56 | 392 5:6] z2| s]—| 9110 
133 | 84 | 420 [11112 | — | 13 | 14 | 15 | 16 
152 | 112 | 448 I —- j17118|19|120]— | 21 
171 | 140 | 476 22123 | 24 ja 25 | 26 | 27 
190 | 168 | 504 ueahail | EA | 
209 196 532 V . Cl » | 6 | 3 | 2 1 7 
228 224 | 560 een Er 
247 252 | 588 m a 

er ann 1 220 Nach Chr.| 4 | s| 6/7) ı| 2| 3 
285 | 308 | 644 

304 | 336 | 672 

323 | 

342 
361 
380 
399 | 
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Taf. IV. 


d. 


b. 


Taf. VI. 


Chronologie. 














Januar 
Februar 
März 
April 

Mai 

Juni 

Juli 
August 
September 
October 
November 
December 


| (sem. iSchalt- 
Jahr, | jahr. 


0 (0 
3 3 | 
3 4 | 
6 0 | 
1 2 
4 > 
6 | 
2 ı d 
516 
() | 
) 4 
5) 6 


Gem. Schalt- 


Jahr. jahr, 
o! o 
31| 31 
>59 | 60 
90 9 

ı 120 | 121 

151 | 152 

181 | 182 


212 | 213 


| 243 | 244 


| 273 | 274 
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Zweiter Beitrag. 


Der Kalender der Juden. 


Die Juden haben, man weifs nicht genau seit wann, einen Kalender, 
der an Künstlichkeit kaum seines Gleichen hat. Bürgerliche und religiöse 
Rücksichten und Vorurtheile haben in eine ursprünglich ziemlich regel- 
mäfsige Anordnung einen solchen Wirrwarr gebracht, dafs dieser Kalender 
jetzt einem wahren Labyrinthe ähnlich sieht und Rechnungen in dem Ge- 
biete desselben zu den unangenehmsten gehören, die man sich denken kann. 
Ich habe mich bemüht, durch Anfertigung einiger Tabellen, die ich in dem 
Folgenden motiviren und beschreiben will, einige dieser Rechnungen zu 
vereinfachen. Mit der Aufgabe, den Wochentag irgend eines Jüdischen 
Datums zu finden, ist es mir vollkommen gelungen. Die zweite Aufgabe, 
die ich hier mittheile, die Vergleichung des Jüdischen mit dem Julianischen 
Kalender, habe ich zwar vereinfacht, aber nicht in dem Grade, wie ich 
es gewünscht hätte. Da ich aber zweille, dafs bei der Verwirrung in den 
Elementen, auf welche diese Rechnungen sich basiren, die Aufgabe ein- 
facher sich lösen lasse, so trage ich kein Bedenken, auch diese hier mitzu- 
theilen. Zunächt will ich, so kurz es sich thun läfst, die Data auseinander 
setzen, auf welche meine Methode sich stützt und welche zum Verständ- 


nifs derselben unumgänglich nöthig sind. 


Der Jüdische Tag beginnt mit Sonnenuntergang, für welchen Zeit- 
punet späterhin als feste Grenze 6 Uhr Abends nach unserer Uhr ange- 
nommen ist. Diese Vorstellung, vom Einbruche der Nacht ab den neuen 
Tag zu zählen, ist sehr alt; wir finden dieselbe schon im ersten Kapitel 
der Genesis: „es ward Abend, es ward Morgen, ein Tag”, wo wir Abend 
und Morgen umstellen würden. Der Tag wird in 24 Stunden, die von 1 
bis 24 gezählt werden, die Stunde in 1080 Chlakim (Theile) getheilt, 
deren 18 also eine Minute ausmachen. Sieben Tage bilden eine Woche, 
welche mit Sonntag (nach unserer Zeit Sonnabend Abends 6 Uhr) beginnt 
und deren Tage ich in dem Folgenden durch die Zahlen 1 bis 7 bezeich- 
nen werde. Der Monat währt von einem Neumonde bis zum folgenden, 
und wurde in den ältesten Zeiten empirisch bestimmt, d. h. man begann 
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einen neuen Monat, wenn man nach der Unsichtbarkeit des Mondes zuerst 
wieder den sichelförmigen Streifen am Himmel gewahr ward; daher heifst 
der Monat Chodesch (Erneuerung), und der Augenblick jener Erscheinung 
der Moled (Geburtsmoment). Späterhin hat man für die Zeit von einem 
Moled bis zum nächstfolgenden eine bestimmte Zahl angenommen, und zwar 
29 Tage 12 Stunden 793 Ch’lakim. In der Praxis wird diese Länge des 
Monats so dargestellt, dafs man ordentlich den Monaten abwechselnd 30 und 
29 Tage giebt. Zwölf Monate machen in der Regel ein Jahr aus, und die 
Namen derselben in ihrer ursprünglichen Reihenfolge sind: 


1. Nisan mit 30 Tagen. ?. Thischri mit 30 Tagen. 
2. Jjjar - 29 - 8. Marcheschvan - 29 - 
3. Sivan - 30 - 9. Kislev - 30. - 
4. Thamuz - 29 - 10. Tebetlhı - 29 - 
9. Ab - 30° - 11. Schebat - 390. - 
6. Elul - 29  - 12. Adar - 29 - 


Gegenwärtig, ich weifs nicht seit wann, hat man den Jahresanfang 
um sechs Monate verschoben, und man beginnt das Jahr mit dem ersten 
Tage des Monats Thischri. Die erste Abweichung von dieser Anordnung, 
welche eintreten kann, ist die, dafs die Länge der Monate Marcheschvan 
und Kislev schwankt, so dafs gegen das Gesetz der Abwechselung beide 
30, auch beide 29 Tage erhalten können; wir werden unten sehen, aus 
welchen Gründen. Sodann waren zur Bestimmung des wichtigsten Festes, 
des Passah (Pesach ) zwei Data gegeben; erstens sollte es immer auf den 
15. Nisan, zweitens aber auch auf den Tag des Vollmondes fallen, welches 
unmittelbar dem Frühlingsäquinoctium folgt. Da nun zwölf Neumonde in 
der Regel um 11 Tage kürzer sind als ein Sonnenjahr, so wurde, um der 
zweiten Bedingung zu genügen, die Bestimmung getroffen, dafs, wenn nach 
Ablauf der 12 Monate Nisan so frühe im Sonnenjahr zu liegen kam, dafs 
das Passahfest vor das Aequinoctium fallen würde, am Ende des Jahres 
ein voller Monat von 30 Tagen eingeschaltet werden sollte. Dieser Monat 
bekam keinen eigenen Namen, sondern hiefs entweder Adar Scheni, der 
zweite Adar, oder noch gewöhnlicher Ve-Adar, und Adar, noch ein Adar. 
Gegenwärtig liegt der Schaltmonat in der Mitte des Jahres, weil dieses 
mit Thischri beginnt. Wenn übrigens die heutigen Juden nicht den zweiten, 
sondern den ersten Adar für den Schaltmonat halten, und daher nicht jenem, 
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sondern diesem 30 Tage geben, und deshalb auch die in den Adar fallen- 
den Feste im Schaltjahre in den zweiten Adar verschieben, so ist das 
eine Caprice, ähnlich der christlichen, welche nicht den 29., sondern den 
24. Februar als Schalttag bezeichnet. Bei der spätern Fixirung des Kalen- 
ders wurde nun bestimmt, dafs in einem festen Cyclus von neunzehn Jahren 
allemal sieben, nämlich 3. 6. 8. 11. 14. 17. 19. dreizehn Monate erhalten 


sollten. Fassen wir das Gesagte zusammen, so erhalten wir folgende 
Resultate: 


Länge des Monats ..... 29 Tage 12 Stunden 793 Ch’lakim. 
- - Gemeinjahres.. 354 - S - 376 & 
- - Schaltjahres .. 353 - 21 - 389 . 
- - Cyclus .....699 - 16 - 595 a 


Da wir vorläufig blofs die Wochentage, nicht die Länge eines Zeitraumes 
zu berücksichtigen haben, so nehmen wir statt der hier stehenden Tage 
nur ihre Reste von 7; was dann übrig bleibt, heifst der Character des 
Zeitraumes. Lassen wir zugleich der Kürze wegen, und weil sich diese 
Zuahlenformen immer wiederholen, die Bezeichnungen der Tage, Stunden 
und Ch’lakim weg, so erhalten wir 


den Character des Monats ......1 2 793 


- - - Gemeinjahres ..4 8 9% 
- - - Schaltjahres ...5 21 589 


= -_ - Oykluıs ......216 38 


Der Anfang der Jüdischen Aera, auf Thischri reducirt, fällt auf 
Montag den 7. October des Jahres 3761 v. Chr., angeblich das Datum der 
Schöpfung, und zwar genau fiel der Moled Thischri des Jahres 1 auf 2 
5 204. Um nun den Moled irgend eines Monats zu finden, dividire man 
die Jahrzahl durch 19; der Quotient sei g, der Rest r, so zeigt g die An- 
zahl der bereits vollständig abgelaufenen Cyclen, r—1 die Anzahl der in 
dem Cyclus bereits vollendeten Jahre. Es sei r—1= g--s, so dals g die 
in #— | enthaltenen Gemeinjahre, s die Schaltjahre bezeichnet; m endlich 
sei die Stellenzahl des Monats im Jahre, so werden wir den Moled des 
gesuchten Monats aus folgender Formel erhalten: 


(2 5 204)-14(2 16 595)-19(4 8 876) -1-s(5 21 589) --(m—i)(1 12 793), 


wo man dann statt der vollständigen Tage nur ihre Reste von 7 zu neh- 
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men hat. Das letzte, in (»” —1) multiplieirte Glied ist aber unnütz, weil 
man in der Praxis nie einen andern Moled, als den des Jahresanfanges 
braucht. Für die Praxis ist es aber zweckmälsig, eine Tabelle anzufer- 
tigen, welche den Moled Tbischri jedes Jahres direct giebt, zumal die 
Berechnung einer ganzen Tabelle der Art wicht viel weitläufiger ist als 
die Berechnung eines einzelnen Moled nach der eben gegebenen Formel. 
Eine solche Tabelle wird in zwei Theile zerfallen, deren erster der Moled 
des ersten Jahres jedes neunzehnjährigen Cycelus, der zweite die Anzahl 
von Tagen, Stunden und Chlakim enthält, welche für jedes der neunzehn 
Jahre zu dem Moled des ersten Jahres zu addiren ist, um den Moled des 
gegebenen Jahres zu finden. Den ersten Theil der Tafel erhält man, wenn 
man zu dem constanten Anfangspunct, nämlich 2 5 204, successive immer- 
fort 2 16 595, den Character des Cycelus, addir. Man kann sich aber 
dieses Geschäft sehr erleichtern, wenn man bedenkt, dafs 13 (2 16 595) 
— 6 23 175, d. h. wenn der Moled des ersten Jahres des Cyclus A — p ist, 
so ist der Moled des ersten Jahres des Cycelus A4-- 13 — p — 905 Chlakim. 
Man berechne also durch successive Addition von 2 16 595 den Moled 
der ersten dreizehn Perioden und stelle diese in eine Horizontalreihe neben 
einander, und nun bilde man unter jedem Moled dieser Reihe eine Vertical- 
columne, indem man immer von dem drüber stehenden Moled 905 Chlakim 
subtrahirt, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 175 Chlakim addirt und 
1 Stunde subtrahirt. Auf diese Weise findet man die Moled sämmtlicher 
erster Jahre mit grofser Leichtigkeit bis zu jeder beliebigen Ausdehnung. 
Der zweite Theil der Tafel wird so construirt, dafs man an das Jahr I 
den Moled 6 schreibt, an das Jahr 2 den Moled 4 S 876, den Character 
des Gemeinjahres; zu diesem addirt man wieder 4 8 876, weil auch das 
zweite Jahr Gemeinjahr ist; dann addirt man zu dem letztgefundenen Re- 
sultat den Character des Schaltjahres u. s. w. fort bis zum neunzehnten Jahre. 
Man findet diese Zuschüsse für die neunzehn Jahre in der Tafel IV. un- 
ter dem Buchstaben D. Die Tafel I. unter dem Buchstaben B giebt den 
Moled des ersten Jahres für die Vielfachen von 247 — 13.19, und rechts 
von Ü die Zuschüsse für die ersten zwölf Vielfachen von 19; nur sind in 
den Horizontalcolumnen CE die Tage, Stunden und Chlakim nicht, wie sonst, 
neben einander, sondern zur Ersparung des Raumes unter einander gestellt. 
Man findet demnach den Moled irgend eines Jahres, wenn man von der 
Jahrzahl die zunächst kleinere Zalıl, die in Taf. I. unter A steht, subtrahirt 
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und den unter B stehenden Moled notirt. Von dem Rest subtrahirt man 
ferner die nächst kleinere Zahl, die rechts von A steht, und schreibt den 
über derselben stehenden Moled unter den erst notirten; den zweiten Rest 
sucht man in Taf. IV. links und schreibt den unter D stehenden Moled 
unter die beiden notirten, so ist die Summe der drei notirten Zahlen der 


gesuchte Moled, oder kurz ausgedrückt, der Moled eines gegebenen Jahres 
ist = B-C--D. 


l 


Für die Construction des Kalenders gilt nun im Allgemeinen die 
Regel, dafs das Jahr an dem Tage beginnt, auf welchen nach der Rech- 
nung der Moled Thischri fällt. Besondere Rücksichten machen aber hie- 
von einige Ausnahmen nöthig, welche ich zunächst erörtern mufs. 


Erste Ausnahme. Die Juden dürfen bekanntlich am Sabbat und 
an Festtagen nicht arbeiten, müssen also die für solche Tage nöthigen 
Speisen Tages zuvor bereiten. Um nun für die Bekenner des Gesetzes 
die Unbequenlichkeit zu vermeiden, dafs sie ihre Speisen auf zwei Tage 
vorher bereiten müssen, ist die Bestimmung getroffen, dafs ein Sabbat und 
ein Festtag nicht unmittelbar auf einander folgen dürfen. Besonders ist 
diese Regel für die beiden ersten grofsen Feste im Jahre, für das Neu- 
jahrsfest und das Versöhnungsfest (Jom Kippur ) durchgeführt. Neujahr 
darf also nicht auf Sonntag und Freitag fallen. Das Versöhnungsfest trifft 
auf den 10. 'Thischri, fällt also zwei Wochentage später als Neujahr. Da 
nun auch dieses Fest nicht auf Sonntag und Freitag fallen darf, so darf 
deshalb Neujahr nicht auf Mittwoch und Freitag fallen. Demnach haben 
wir das Gesetz vollständig so: Wenn nach der Rechnung der Moled 
Thischri auf Sonntag, Mittwoch oder Freitag füllt, so wird der Jahres- 
anfang auf den folgenden Tag verlegt. 


Zweite Ausnahme. Nachdem man statt der Beobachtung des 
Moled die Berechnung desselben eingeführt hatte, hielt man doch noch in- 
soweit an der alten Sitte fest, dals man nicht den blofs theoretisch gefun- 
denen, sondern den sichtbaren neuen Mond feiern wollte. Fällt daher der 
berechnete Moled so spät am Tage, dafs zu erwarten steht, man werde 
bis zu dem Ende desselben (6 Uhr Abends unserer Zeit) die Sichel nicht 
mehr gewahr werden, so zieht man es vor, das Neujahrsfest ebenfalls auf 
den folgenden Tag zu verlegen; und zwar ist als feste Grenze für den 
Moled die 1Ste, d.h. die Mittagstunde angenommen. Man kann das hieraus 
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hervorgehende Gesetz aber folgendermafsen beschräuken: Fällt nach der 
Rechnung der Moled Thischri Montay auf oder nach 18 Stunden, so 
wird Neujahr auf‘ Dienstag verlegt. 


Dritte Ausnahme. Der Grund, weshalb das vorige allgemeine 
Gesetz nur Montags Anwendung findet, ist der, weil von den drei übrigen 
Tagen, Dienstag, Donnerstag und Sonnabend, wegen der ersten Ausnahme 
das Neujahrsfest nicht auf den folgenden Tag verlegt werden darf. Hier 
combiniren sich die beiden vorigen Ausnahmen, und das Gesetz heifst: 
Wenn der Moled Thischri nach der Rechnung Dienstag, Donnerstag oder 
Sonnabend auf oder nach 18 Stunden fällt, so wird der Jahresanfang 
zwei Tage später gefeiert und respective auf Donnerstag, Sonnabend und 
Montag verschoben. 


Durch diese drei Ausnahmen, welche man allgemein nennen kann, 
weil sie von jedem Jahre ohne Unterschied gelten, erhält sowohl das 
Gemeinjahr als das Schaltjahr eine schwaukende Länge; und zwar kann 
das Gemeinjahr 353, 354, 355, das Schaltjahr 353, 354, 355 Tage umfassen. 
Diese sechs verschiedenen Jahre sind aber auch die einzig gestalteten, und 
man nennt sowohl das Gemeinjahr als das Schaltjahr, welches auf die 
Ziffer 4 ausgeht, regelmäfsig, das auf 3 mangelhaft, das auf 5 überschüssig. 
Dargestellt werden diese Unterschiede in den Monaten Marcheschvan und 
Kislev, von welchen im regelmäfsigen Jahre der erstere 29, der zweite 
30 Tage hat; im mangelhaften Jahre haben beide 29, im überschüssigen 
beide 30 Tage. Da aber zuweilen der Fall eintritt, dafs die erwähnten 
Ausnalimen ein Jahr liefern, welches nicht innerhalb dieser legitimen Gren- 
zen liegt, so werden noch zwei specielle Ausnahmen nöthig. 


Vierte Ausnahme. Wenn der Moled Thischri eines Gemein- 
jahres A, Dienstag auf oder nach 9 Stunden 204 Chlakim fällt, so würde, 
wenn wir dazu den Character des Gemeinjahres — 4 S 576 addiren, der 
Moled Thischri des Jahres A--1 Sonnabend auf oder nach 18 Stunden 
fallen, Neujahr des Jahres A--1 also erst Montag eintreten. Dadurch aber 
erhielte das Jahr A eine Läuge von 356 Tagen, die nicht gestattet ist. 
Daher wird in diesem Falle Newjahr des Jahres A von Dienstay auf 
Donnerstag verlegt. 


Fünfte Ausnahme. Wenn der Moled Thischri eines Gemein- 
jahres A, welchem ein Schaltjahr A—1 unmittelbar vorhergeht, auf Mon- 
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tag 15 Stunden 589 Chlakim oder später fällt, so ist, wenn wir davon 
den Character des Schaltjahres — 5 21 559 subtrahiren, der Moled Thischri 
des Jahres 4— 1 auf Dienstag 18 Stunden oder später gefallen, Neujahr 
also von Dienstag auf Donnerstag verlegt worden. Demnach hätte das 
Schaltjahr A— I, wenn das Jahr A wirklich Montag anfinge, nur eine 
Länge von 352 Tagen. Da ein solches Jahr nicht zulässig ist, so wird 
in dem Falle das Neujahrfest des Jahres A von Montag auf Dienstag 
verlegt. Da dasselbe nach der zweiten Ausnahme auch schon geschehen 
würde, wenn der Moled des Jahres A auf Montag 18 Stunden fiele, also 
zwischen der Veranlassung der zweiten und der fünften Ausnahme rur ein 
Zeitraum von 2 Stunden 491 Chlakim liegt, und aufserdem noch die Be- 
dingung hinzutritt, dafs das vorhergehende Jahr Schaltjahr ist, so ist be- 
greiflich, dafs diese Ausnahme selten in Anwendung kommt. Wenn der 
Jüdische Kalender wirklich von dem Datum herrührte, von dem seine Be- 
rechnung ausgeht, woran freilich nicht zu denken ist, so würde doch in 
den 5600 Jahren, welche er bis jetzt hinter sich hätte, diese Ausnahme 
erst ein und dreifsigmal, also durchschnittlich alle hundert und achtzig Jahre 
einmal vorgekommen sein. Zuletzt traf sie ein im Jahre 5519 (1758), 
und das nächstemal wird sie im Jahre 5688 (1927) stattfinden. 

Nun noch, bevor ich weiter gehe, ein paar Worte über die Namen, 
mit denen die Jüdischen Schriftsteller diese Ausnahmen bezeichnen. Be- 
kanntlich drücken die Juden die Zahlen durch die Buchstaben ihres Alpha- 
beis aus. Die Bildung der in Rede stehenden Namen geschieht nun in der 
Art, dafs sie die Veranlassung jeder einzelnen Ausnahme in Zahlen aus- 
drücken und die Zahlbuchstaben als ein Wort aussprechen. Die erste Aus- 
nahme hatte ihre Veranlassung in den Tagen Sonntag — 1, Mittwoch — 4, 
Freitag — 6; nun ist 1= a, 4=—=d, 6=—=v, demnach heifst diese Ausnahme 
Adu. Die zweite hatte ihre Veranlassung in den 18 Stunden; nun ist 
10==5j, Sch; daher der Name Jach. Die dritte ist die Combination 
der beiden ersten und heilst darum Jach- Adu. Die vierte rührt her von 
3 Tage 9 Stunden 204 Chlakim; nun ist 3—= 9, 9 = t, 200 —r, 4 —d, 
daher der Name Gafrad. Die fünfte endlich wurde veranlafst durch Montag, 
d.h. 2 Tage 15 Stunden 559 Chlakim; nun ist ?—=b, 15 —= vr (d.i.9--6), 
500 == th- k (400-100), 80 ==p, 9 #, daher der Name Btuthakpat. 

Um die Wirkungen der fünf Ausnahmen, deren stete Berücksichti- 
gung begreiflicherweise die Rechnung erschwert und häufige Rechnungs- 











- 


5. Nesselmann, Beiträge zur Chronologie. Br 


fehler begünstigt, dem Auge zu vergegenwärligen, gebe ich folgende kleine 
Tafel, welche für die drei Classen von Jahren, auf die es hier ankommt, 
nämlich Schaltjahr, Gemeinjahr nach einem Schaltjahr, und Gemeinjahr nach 
einem Gemeinjahr, den frühesten Moment angiebt, in welchem der Neujahrs- 
tag auf den oben benannten Wochentag rückt. Die Jahre des Cyclus sind 
links durch ihre Stellenzahlen vertreten. 


Taf. P. 





| . 
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Diese Zahlen, welche anzeigen, in welchem Momente der Neujahrs- 
tag auf den darüber stehenden Wochentag rückt, wollen wir die Tages- 
grenzen nennen. Das zwanzigste Jahr, welches das erste im folgenden 
Cycelus ist, habe ich hinzugenommen, weil wir es künftig zur Bestimmuı 


jr 
leo) 
des neunzehnten bedürfen. 


Zur vollständigen Bestimmung eines Jahres nun gehört: 1) die Kennt- 
nifs, ob es ein Gemeinjahr oder ein Schaltjahr ist; 2) der Wochentag, auf 
welchen der erste Thischri fällt; 3) der Wochentag, auf welchen der erste 
Thischri des folgenden Jahres fällt. Diese drei Data, welche die Juden 
Kebirth nennen, reichen zur Construction des Kalenders hin. Das erste Da- 
(um ergiebt sich, wenn wir die Jahrzahl durch 19 dividiren; ist der Rest eine 
der Zahlen 3, 6, 8, 11, 14, 17 oder 19 (0), so ist das Jahr ein Schalt- 
jahr und hat dreizehn Monate; in allen andern Fällen ist es ein Gemeinjahr. 
Statt des dritten Datums könnte man auch die Jahreslänge substituiren, 
doch ergiebt sich diese nicht so unmittelbar aus der Rechnung, wie der 
Anfangstag des folgenden Jahres, von dem jene abhängt. Zählt man vom 
Anfangstage des Jahres 4 bis zum’ Aufangstage des Jahres A--1 und addirt 
den Abstand beider Wochentage im Gemeinjahr zu 350, im Schaltjahr 
zu 378, so hat man die Länge des Jahres A. Hier noch einige Betrach- 
tungen über den Zusammenhang der Anfangsiage mit der Jahreslänge. 
Wenn man die Jahreslänge durch 7 dividirt und den Rest zu dem Wochen- 
tage addirt, mit dem das Jahr A anfängt, so zeigt die Summe den Wochen- 


tag, mit dem das Jahr A--1 anfängt. Fällt bei dieser Rechnung der Jahres- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 1. 3 
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anfang des Jahres A--1 auf Sonntag, Mittwoch oder Freitag, so ist es 
ein Zeichen, dafs ein Jahr von der angenommenen Länge mit dem ange- 
nommenen Wochentage nicht beginnen könne. Z. B. 354 läfst durch 7 
dividirt den Rest 4; addiren wir diesen Rest zu den vier Wochentagen 2, 
3, 5, 7, mit denen ein Jahr anfangen kann, so sind die Summen oder ihre 
Reste von 7 respective 6, 7, 2, 4, von denen nur die beiden mittleren wie- 
der Neujahrstage sein können; daraus folgt, dafs ein Jahr von 354 Tagen, 
d.h. ein regelmälsiges Gemeinjahr, nur an den Tagen Dienstag und Donners- 
(ag, nicht Montag und Sonnabend beginnen könne. Die Zahl 355, die 
Länge des überschüssigen Schaltjahres, läfst durch 7 dividirt den Rest 0, 
daher fangen, wenn A ein überflüssiges Schaltjahr ist, die Jahre A und 
A- 1 immer mit demselben Wochentage an. Da keine der übrigen fünf 
Zahlen, welche die Jahreslängen ausdrücken, durch 7 ohne Rest sich di- 
vidiren läfst, so gilt der eben ausgesprochene Satz auch umgekehrt: alle- 
mal, wenn zwei Jahre hintereinander mit demselben Wochentage beginnen, 
ist das erstere ein überschüssiges Schaltjahr. Von der ersteren Regel 
kommt nur eine Ausnahme vor. Die Grenzen des Moled, welche den Neu- 
jahrstag eines Schaltjahres auf Dienstag legen, sind von 2 18 0 inclusive 
his 3 18 0 exclusive; addiren wir zu beiden Tagesgrenzen den Character 
des Schaltjahres, so erhalten wir den Moled Thischri des folgenden Jahres 
innerhalb der Grenzen 1 15 589 inclusive und 2 15 589 exclusive; daraus 
folgt, dafs, wenn ein Schaltjahr Dienstags beginnt, das folgende Jahr immer 
Montags anfängt, das Jahr also durchaus nur regelmäfsig sein kann. Die 
folgende kleine Tabelle, welche oben den Anfangstag, links die Länge des 
Jahres A, in ihren Fonds den Anfangstag des Jahres A--1 giebt, wird hier 
zur Uebersicht dienen; die leeren Stellen im Fonds der Tafel zeigen an, dafs 
der Anfangstag oben mit der Jahreslänge links nicht zusammentreffen könne. 














Taf. ©. 

Montag Dienstag | Donnerstag | Sonnabend 
353 | Donnerstag _ _ | Dienstag 
354 . Sonnabend | Montag — 
395 ‚| Sonnabend — Dienstag |Donnerstag 
383 \, Sonnabend | _— Dienstag |Donnerstag 
384 | — ı Montag — | — 
385 || Montag L; un Donnerstag | Sonnabend 




















— 
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Aus dieser Tafel kann man auch leicht, wenn die Anfangstage der 
Jahre A und A--1 gegeben sind, die Länge des Jahres A finden, wenn 
man nur weils, ob dasselbe Gemeinjahr oder Schaltjahr ist. 


Bezeichnen wir nun die drei Bestimmungen regelmäfsig, mangelhaft, 
überflüssig mit ihren Anfangsbuchstaben, und zwar im Gemeinjahr mit dem 
kleinen, im Schaltjahr mit dem grofsen Buchstaben, und setzen wir diesen 
Buchstaben den Anfangstag des Jahres als Zahl vor, so haben wir eine 
sehr kurze aber gauz vollständige Definition des Jahres, welche Alles 
enthält, was zu der Construction des Kalenders zu wissen nöthig ist. Von 
den möglicheu 24 Combinationen der Elemente m, r, uw, M, R, U mit 2, 
3, 5, 7 sind aber, wie die letzte Tafel zeigt, nur folgende 14 reell: 

2m, Qu, 2M, 2U, 

3r, SR, 

sr, 5u, 5M, 57, 

7m, Tu, 7M, U. 
Wir haben also, wenn wir den Anfangstag, die Jahreslänge und den Schalt- 
monat berücksichtigen, vierzelin von einander verschiedene Jahre als die 
einzigen, die bei der ewigen Wiederkehr des Jahres im Kalender erschei- 
nen können. 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun zur Sache selbst schreiten, 
nämlich zu der Construction einer Tafel, welche für die Praxis die bis- 
herigen Schwierigkeiten beseitigt, indem sie die Berechnung und Betrach- 


tung des Moled, so wie die Berücksichtigung der fünf Ausnahmen unnö- 
thig macht. 


Zunächst ist klar, dafs mit dem Moled Thischri des ersten Jahres 
eines Cyclus der Moled jedes Jahres des Cyclus, also auch die wirklichen 
Jahresanfänge sämmtlicher neunzehn Jahre gegeben sind. So oft daher 
zwei Cycelen mit demselben Moled Thischri beginnen, ist die Reihenfolge 
der durch die eben erklärten Zeichen definirten Beschaffenheit der Jahre 
in beiden Cyclen dieselbe. Nehmen wir also für den Moled Thischri eines 
ersten Jahres die früheste Grenze an, bei welcher der Neujahrstag dieses 
Jahres auf Montag fällt, also 7 18 0, so wird die Reihenfolge der Jahre 
dieses Cyclus, welche man findet, wenn man zu 7 18 0 die in Taf. IV. 


unter D stehenden Zablen addirt, folgende sein (die Schaltjahre sind mit 
einem Sternchen bezeichnet): 


g* 
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Taf. R. 

“all. |Molea Thischri.| Anfangstag. gear) 
1) 718 0 [Montag |2m 
2 5 2 876 | Donnerstag | Ir 

*3 | 2 11 672 | Montag | RU 
4) 1 9 181 | Montag 2m 
> | 5 17 1057 | Donnerstag | 5 u 
*61 3.2 853 | Dienstag 3R 
| 2 0 362 | Montag 2u 
*5 16 9 158 | Sonnabend | 7M 
9| 5 6 747 | Domerstag | 5r 
10 | 245 543 | Montag 2u 
*11 17.0 339 | Sonnabend | TU 
12 | 5 21 928 | Sonnabend | 7m 
13) 3 6 724 | Dienstag | 3r 
*14 | 715 520 | Sonnabend | 7U 
151 613 29 | Sonnabend | 7u 
16 | 3 21 905 | Donnerstag | 5r 
iR 701 | Montag | 2M 
18 | ? 4 210 | Sonnabend | 7u 
*19 | 4 13 6 | Donnerstag | 5U 
20 | 3 10 595 | Donnerstag 














Das zwanzigste Jahr mufste hinzugenommen werden, weil aus demselben 
die Definition des neunzehnten sich ergiebt. 


So oft der Moled Thischri eines ersten Jahres auf 7 18 0 fällt, findet 
immer die hier gegebene Reihe in den Jahren des Cyclus statt. Stellen 
wir uns nun den Moled des ersten Jahres von 7 18 O sich continuirlich 
durch alle sieben Wochentage hindurch fortbewegend vor, bis er wieder auf 
7 15 0 gelangt, so werden alle übrigen Moled dieselbe continuirliche Be- 
wegung mitmachen, bis sie wieder auf ihre Stelle gelaugen. Nicht so die 
Anfangstage. So oft nämlich der Moled irgend eines Jahres eine der oben 
in Taf. P. gegebenen Tagesgrenzen erreicht, wird der Anfangstag des 
Jahres auf den folgenden zulässigen Wochentag hinüberspringen. So ist 
2. B. nach Tafel P. die Tagesgrenze, au welcher der Anfaugstag eines 
Jahres von Donnerstag auf Sonnabend springt, 5 18 O0; in der Tafel A. 
aber haben wir den Moled des fünften Jahres 5 17 1057: also ist derselbe 
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nur noch 23 Chlakim von der nächsten Tagesgrenze entfernt. Sohald also 
bei jener continuirlichen Bewegung der Moled des ersten Jahres auf 
7 18 23 gekommen ist, kommt der Moled des fünften Jahres auf 5 18 0 
und sein Anfangstag springt plötzlieh von Donnerstag auf Sonnabend. Da- 
durch wird aber zugleich das vierte Jahr um zwei Tage läuger, erhält 
also statt des Zeichens 2n das Zeichen 2w, und es treten in der Reihe 
der Jahre folgende Veränderungen ein: 





4 |1 9204 | Montag | 2 
5) | > 15 0) Sonnabend | 7m 
6 | 3.2 876 | Dienstag 

) 














Da indessen bei der geringen Differenz von 23 Chlakim kein einziger Moled 
irgend eines andern Jahres eine seiner Tagesgrenzen erreicht hat, so bleibt 
in der ganzen Reihe, aufser dem vierten und fünften Jahre, Alles unver- 
ändert. Sobald also Moled Thischri eines ersten Jahres innerhalb der Gren- 
zen < 13 O inclusive und 7 18 23 exclusive liegt, giebt die Tafel R. die 
constante Reihenfolge der Jahre. Bei 7 18 23 tritt die eben erwähnte 
Veränderung ein, und diese neue Reihenfolge bleibt wieder constant, bis 
ein anderes Jahr eine seiner Tagesgrenzen erreicht; dies geschieht bei 
7 20 537; hier wird der Moled des zehnten Jahres 2 18 0, sein Anfangs- 
(ag springt also von Montag auf Dienstag, wodurch zugleich das neunte 
Jahr um einen Tag länger, also aus einem regelmäfsigen ein überschüssiges 
wird. Und so weiter fort. Da nun der Moled jedes der zwanzig Jahre in 
Tafel R., auf die es hier aukommt, seine vier Tagesgrenzen zu passiren 
hat, so werden, während der Moled des ersten Jahres die sieben Wochentage 
durchläuft, im Ganzen achtzig Veränderungen der Anfangstage vorkommen. 
Es ereignet sich aber, dafs von diesen achtzig Veränderungen neunzehn- 
mal zwei in demselben Momente eintreten, indem jedes Jahr einmal mit 
dem auf ihn folgenden zugleich eine Tagesgrenze erreicht. Es bleiben also 
nur ein und sechszig wirkliche Veräuderungsmomente übrig, deren Grenzen 
man sehr leicht so finden kann, dafs man den Moled jedes Jahres der 
Tafel R. von den vier dem Jahre entsprechenden Tagesgrenzen in Tafel P. 
subtrahirt, die achtzig Reste, welche in 61 zusammenfallen, nach ihrer 
Gröfse ordnet und zu 7 18 O addir. Dann hat man sämmtliche Grenzen 
des Moled des ersten Jahres, an welchem Veränderungen in der Reihe der 
neunzehn Jahre vorgehen. Wir wollen diese Grenzen im Moled des ersten 
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Jahres Uebergangsmomente nennen. Ich habe diese Rechnung, deren Aus- 
führung hier ohne Interesse sein würde, durchgeführt, und theile in folgender 
Tabelle das Resultat mit. Die erste Rubrik links enthält die fortlaufende 
Nummer der 61 Uebergangsmomente, welche wir die Za4l Z nennen wollen; 
die zweite enthält diese Uebergangsmomente selbst; die dräte die Stellen- 
zalıl der Jahre im Cyclus, deren Anfangstag bei dem danebenstehenden 
Uebergangsmomente auf den folgenden Wochentag überspringt. 

















Taf. 8. 
117148 014 3114 0 408| 3 
23177 2 5 3214 2 922| 8 
31720 537 110 33|4411 718 | 7 
1,720 560 | 13.14 4 | 4 11 741 | 11.12 
»:41.0 408 3 351414 175 | 15.16 
BE DE ze <Eie 6 |A1ASS 35 
7,1 7 870 | 18 3715 1 485 | 20 
s!.19 @4| 2 3315 2 89| 4 
91 9 2227| 67 3915 2 M2 | 8.9 
10 | 111 741 | 10.14 4 |5 5 356 | 12.13 
11 ı 1 22 1051 | 45 4|5 5 3719| 7 
12 ı 1 22 1074 | 19 4215 9 2204| 2 
1312 0 4068| 3.4 4315 9 2271 5.6 
14|2 2 9292| 7.8 44 | 5 18 0,14 
5!2 5 379 | 47 451520 537 | 9.10 
16| 2414 152 | 12 46 | 5 20 560 | 14 
17'214 175|16 47 | 5 22 1074 | 19 
181245 5891| 14 48 |6 0 408! 2.3 
91218 23| 45 4916 7 870,18 
2) .220 560 ! 14 VO .ı611 718 7 
2313 11485 | 2% 51611 74! 
2213 5 333| 9 521644 175 | 16 
2313 5 356 | 13 53 1 6 22 1051 | 15 
2413 5 379 | 17.48 54 | 6 22 1074 | 19.20 
25:3 9 204 | 1.2 >17 2 89| 4 
213 9 227|6 617 2 922 8 
v|ls3ı1ı1 7M| 4 57175 386 | 13 
28 1320 537 110 817 5 379 | 16.17 
29 | 3 20 560 | 14.15 59 | A BE - : ; 6 
30'322 1074 | 18.19 60 | 714 152 | 12 
61 7 16 689 | 20 

















Wenn man nun nach Maafsgabe dieser Tafel mit der in Tafel R. gege- 
benen Reihe von Jahren successive sämmtliche Veränderungen vornimmt, und 
jede derselben mit der ihr zukommenden Zahl Z bezeichnet, indem die Reihe 
in Taf. R. 1 erhält, so hat man die Tafel II., welche ich unten gegeben 
habe und welche die 61 möglichen Gestalten des Cyclus weiset. Begreif- 
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licherweise kommt wegen der theilweise engen Grenzen von 23 Chlakin 
manche Zahl Z sehr selten vor: ja eine nicht geringe Anzahl dieser Zahlen 
ist seit dem Beginn der Jüdischen Aera bis jetzt noch gar nicht in An- 
wendung gekommen. Gleichwohl habe ich die Tafel II. vollständig mit- 
theilen wollen, eben weil sie ein in sich abgeschlossenes Ganzes enthält. 

Weun man nun für den Anfang irgend eines Cycelus aus Taf. I. den 
Moled nimmt, indem man von der Jahrzahl die nächst kleinere Zahl aus 
der Verticalspalte A subtrahirt und den Rest in der Horizontalspalte A 
sucht und die beiden zu der subtrahirten Zahl und zu dem Rest gehörigen 
Moleds B und C addirt, wenn man dann diesen Moled in Taf. S. aufsucht 
und mit der neben der nächst kleinern stehenden Zahl Z in die Taf. H. 
geht, so zeigt diese für jedes Jahr des Cyclus den Anfangstag und die 
Läuge in den oben beschriebenen Zeichen. Gegenwärtig schreiben z. B. 
die Juden das Jahr 5603; nun haben wir in Tafel I. 

in der Verticalspalte A..... 5434, dazu B — 1 10 814 
- - Horizontalspalie A ... 152, dazu CE — 7 12 440 
Moled des Jahres 5587 — 123 174 
Der nächst kleinere Uehergangsmoment in Taf. 8. ist 1 22 1074; die 
zugehörige Zahl Z ist 12. Diese Zahl Z — 12 suchen wir links in 
Taf. Il., so zeigt die dabei stehende Reihe die Beschaffenheit der Jahre 
des ganzen gegenwärtigen Cycelus. Der Rest 17, den man nach Abzug 
der beiden Zahlen aus Taf. 1. von der Jahrzahl 5603 erhält, zeigt an, dafs 
gegenwärliges Jahr das 17te im Cyelus ist. Suchen wir also in Taf. M. 
oben 17, so finden wir in der 12ten Reihe dazu die Definition 2U, d. h. 
gegenwärtiges Jahr ist ein Schaltjahr von 385 Tagen, welches an einem 
Montage begann. 

Für den practischen Gebrauch habe ich die Taf. I. in der Art noch 
bequemer eingerichtet, dafs ich in dieselbe geradezu für jedes Vielfache 
von 19 die dem Cyclus zugehörige Zahl Z eingetragen habe, so dafs die 
hier oben gegebene Taf. S. überflüssig wird. Wenn wir also von der 
Jahrzahl die nächst kleinere Zahl aus der Verticalspalte A subtrahiren und 
in der Horizontalspalte A die Zahl suchen, welche zunächst kleiner ist als 
der Rest, so steht da, wo die Spalten der beiden Zahlen sich begegnen, 
die gesuchte Zahl Z; z. B. in dem eben berechneten Beispiel finden wir 
zu 5434 und 152 die Zahl 12, so dafs wir den Moled gar nicht berech- 
nen dürfen. 
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Um aber die erste unserer Aufgaben möglichst vollständig zu lösen 
habe ich noch die Taf. Il. hinzugefügt, welche den Wochentag anzeigt, 
der in jeder der vierzehn Formen des Jahres dem ersten Tage jedes Mo- 
nats vorhergeht. Die Definitionszeichen aber sind nach den Zahlen ge- 
ordnet, so dafs zuerst die vier am Montage beginnenden Jahre stehen u. s. w. 
Nach diesen Erklärungen wird die folgende practische Regel keines Com- 
mentars weiter bedürfen. 


Erste Aufgabe. 


Den Wochentag irgend eines gegebenen Jüdischen Datums 
zu finden. 


Man subtrahire von der Jahrzahl die nächst kleinere Zahl aus 
der Verticalspalte A, von dem ÜUeberschufs die nächst kleinere Zahl aus 
der Horizontalspalte A. der Tafel I. und suche diesen zweiten Rest oben, 
die im Fonds der Tafel I., wohin die beiden subtrahirten Zahlen zeigen, 
befindliche Zahl Z links in Taf. Il.; das aus Taf. II. gefundene Defini- 
tionszeichen suche man oben, den gegebenen Monat links in Taf. III., 
addirt das Monatsdatum zu der in Taf. III. gefundenen Zahl und di- 
vidire die Summe durch 7, so zeigt der Rest den gesuchten Wochentag. 

Z.B. der 15. Nisan 5609. 

Nächsi kleinere Zahl aus Vert. A... 5434, Rest 169] 

2 m - - Horiz. A... 152, Rest 17 
12 links, 17 oben in Taf. il. zeigen auf 2U; 2U oben, Nisan links in 
Taf. Il. geben d, dazu 15, Summe 21, Rest von 7 ist 7, also der gesuchte 


Z=12, 


Wochentag Sonnabend. 

Diese Aufgabe ist also vollständig gelöset. Wir schreiten nun zu 
der zweiten schwierigeren Aufgabe, zu der Vergleichung des Jüdischen 
Kalenders mit dem Julianischen. Wir haben oben geschen, dafs der neun- 
zehnjährige Cyelus der Juden einen Zeitraum von 6939 Tagen 16 Stunden 
595 Chlakim umfaflst; neunzehn Julianische Jahre sind gleich 6939 Tagen 
IS Stunden, der Unterschied beider Kalender ist also in 19 Jahren 1 Stunde 
155 Chlakim. Auf die Jahrzahlen hat dieser geringe Unterschied keinen 
Einflufs, sondern er wird sich vorläufig, so weit für uns die Berechnung 
des Kalenders von Interesse ist, nur auf Tage erstrecken. Nun begann 
die Jüdische Aera im Jahre 3761 v. Chr. Geb. Nennen wir daher das 
Jüdische Jahr J, das christliche, in welches der Anfang jenes fällt, wenn 
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es vor Chr. Geb. liegt, ©,, nach Chr. Geb. C, so gelten folgende Formeln: 


Ü — J— 3761, 
C = 3762 —J. 

Die Aufgabe, das Datum eines Kalenders auf den andern zu redu- 
ciren, müssen wir in zwei Theile theilen; nämlich in die ungefähre Bestim- 
mung des Datums, und in die hernach vorzunehmende Regulirung dieses 
ungefähren Datums vermöge der ersten Aufgabe. 

Die Taf. IV. enthält links die Zahl der neunzehn Jahre des Jüdi- 
schen Gyclus, unter E den Jahrestag des Julianischen Kalenders, vom 
l. Januar an gezählt, der dem Jahresanfange in dem ersten Jüdischen Cyelus 
voranging. Addirt man zu dieser Zahl 1, so hat man den Anfang des 
entsprechenden Jahres im Julianischen Kalender. Die Zahl unter @ in 
Taf. VI. zeigt den Tag, ebenfalls vom 1. Januar gerechnet, der dem An- 
fauge des dabeistehenden Monats vorhergeht. Subtrahiren wir also von 
der Zahl E (Taf. V.) die nächst kleinere Zahl @ (Taf. VI.), so erhal- 
ten wir das Monatsdatum im Julianuischen Kalender, au welchem das ent- 
sprechende Jüdische Jahr des ersten oder Schöpfungseyclus anfıng. Wären 
nun das mittlere Jüdische und das Julianische Jahr einander völlig gleich, 
so würde diese Operation den ungefähren Jüdischen Jahresanfang in Tagen 
des Juliauischen Kalenders für alle Zeiten geben, nur um einen oder zwei 
unsicher, weil bei der Taf. V. die Ausnahmen des Jüdischen Kalenders 
nicht berücksichtigt sind. Aber neunzehn Jüdische Jahre sind um 1 Stunde 
485 Chl. kleiner als neunzehn Julianische Jahre: demnach sind 314 bis 315 
Jüdische Jahre um einen Tag kleiner als ebeusoviele Julianische. Daher 
rückt alle 314 bis 315 Jahre der mittle Jüdische Jahresanfang auf ein um 
einen Tag kleineres Datum im Julianischen Kalender vor. Demgemäfs habe 
ich, 3142313 — 3142 angenommen, in der Taf. V. eine Tafel gegeben, 
welche links die Jüdischen Jahre anzeigt, bei denen ein neuer Tag in der 
Differenz beider Kalender voll wird, und rechts diese Differenz selbst giebt, 
welche z.B. gegenwärtig bereits 17 Tage ausmacht. Um also den unge- 
fähren Aufang irgend eines Jüdischen Jahres auf Julianische Zeit zu re- 
duciren, haben wir von der um 1 vermehrten Zahl & in Taf. IV. die dem 
gegebenen Jahre entsprechende Zahl aus Taf. V., und von dem Veber- 
schusse die nächst kleinere Zahl aus Taf. VI. @ zu subtrabiren. Kurz 
ausgedrückt: das Jüdische Neujahr sei N, so it N = E-+1—V —@. 
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Nesselmann, Beiträge zur Chronologie. 


27. B.: Wann ungefähr fing das Jahr 5603 an? Aus Taf. 1. finden 
wir, dafs 5603 ein 17tes Jahr ist. Taf. 1V. zeigt bei 17 die Zahl 253; 
Taf. V. für den Zeitraum, in den 5603 fällt, die Zahl 17: demnach habeu 
wir 253-1 — 17 237. Taf. VI. @ zeigt bei August die Zahl 212, 
demnach ist der gesuchte Tag der (237 — 212)te, d. i. der 25. August. 


Zur Vervollständigung dieser Aufgabe, und um dieselbe auf jedes 
Datum auszudehnen, habe ich an die Taf. IH. noch die Rubrik # angehängt, 
welche im regelmäfsigen Gemeinjahr und Schaltjahr, vom ersten 'Thischri 
gezählt, den Tag giebt, der dem 1. jedes Monats vorhergeht. Da eine 
Abweichung von einem Tage hier nicht in Betrachtung kommt, so war es 
nicht nöthig, das mangelhafte und das überschüssige Jahr mit in Rechnung 
zu bringen. Wenn man das will, so hat man die unter F gegebenen 
Zahlen im mangelhaften Jahre von Tebeth an um 1 zu vermindern, im 
überschüssigen von Kislev an um 1 zu vermehren. 


Taf. VI. enthält oben in fünf Zeilen die Reste der durch 25 divi- 
dirten Jüdischen Jahrzahl; darunter bei jedem christlichen Monate den 
Wochentag, der dem ersten Tage desselben vorangeht, wobei jedoch das 
christliche Schaltjahr nicht in Anschlag gebracht ist. Daher sind, wenn das 
Jahr C'- 1 Schaltjahr ist, die Zahlen von März an um 1 zu vermehren. 
Taf. Vil. enthält die ersten 24 Vielfachen von 28. Wie man mit deren 
Hülfe den Rest jeder Zahl von 25 finden könne, habe ich früher gezeigt. 


Ich werde im Folgenden den gegebenen Monatstag d, das gesuchte 
ungefähre Datum des andern Kalenders A, das genauer entsprechende Datum 
des andern Kalenders I neunen. Nach dem Gesagten werden die folgenden 
Regeln klar sein. 


Zweite Aufgabe. 
Kür ein gegebenes d im Jüdischen Kalender A im Julianischen 
zu finden. 


Man suche aus Taf. I. die Stellenzahl des gegebenen Jahres im 
Oyclus, suche diese links in Taf. IV. und notire die Zahl unter E. Dazu 
addire man die Zahl, die in Taf. III. F neben dem gegebenen Monat 
steht, nebst dem gegebenen Monatstage. Von der Summe subtrahire man 
die dem gegebenen Jahre angehörige Zahl aus Taf. V., von dem Üeber- 
schufs die nächst kleinere Zahl aus Taf. VI. G: der Rest ist A. 
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Kurz kanı man die Regel so ausdrücken: 
A = E-+-F-d—V—-@. 
Z. B. den 15. Nisan 5603. 





Rest aus Taf. I. 17, dazu E — 253 
im Schaltjahr Nisan # = 207 
d = 15 
475 
V 17 
455 

G == 455 April 

= 3 April. 

Nun ist 5603 — 3761 = 1842: in diesem Jahre begann das Jahr 5603: 


demnach ist vollständig A — 1843 3. April. 


Dritte Aufgabe. 
Für ein gegebenes d im Jüdischen Kalender D im 
Julianischen zu finden. 

Man suche nach der ersten Aufgabe den Wochentag, auf welchen d 
fällt: nach der zweiten Aufgabe das entsprechende A. Dann suche ınan 
den Rest, den die Jüdische Jahrzahl von 28 läfst, oben ın Taf. VI., ad- 
dire. zu der Zahl, die bei dem ın A gefundenen Monat steht, das in & 
gefundene Monatsdatum und nehme von dieser Summe den Best von 7 
Dieser Rest zeigt den Wochentag, auf welchen & fällt. Ist dieser Wochen- 
tag gleich dem zuerst gefundenen, so ist D=A. Wenn nicht, so mufs 
man & um einen oder zwei Tuge verschieben, so dafs der Wochentag 
des Julianischen Datums dem des Jüdischen entspricht. 

In der ersten und zweiten Aufgabe hatten wir für den 15. Nisaı 
5603 den Wochentag Sonnabend und A = 1843 3. April gefunden. 5603 
läfst durch 28 dividirt den Rest 3; dieser giebt in Taf. Vi. bei April die 
Zahl 4; dazu der 3. April (A addirt) giebt 7: demnach fällt auch der 3. April 
1543 auf Sonnabend; es ist also in diesem Falle D — A. 

Der Uebersicht wegen gebe ich nun noch ein vollständig durchge- 
führtes Beispiel. Wann fiel das Passahfest (der 15. Nisan) des Jahres 
3602? Aus Taf. 1. haben wir 

Vertical A... . 5434, Rest 165 IZ_ 
Horizontal A... 152, Rest 16\ 


2. 
9% 
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Z=-12 und Rest 16 zeigen in Taf. IH. ein Jahr 5r, 


ar Nisau aus Taf. Il. ... 6 Es... 
15. Nisan .. . 15 et 
Br 7 a. 
Rest von 7... 7 Sonnabend 456 
5602 durch 25, Rest 2, dazu ERT 
März in Taf. Vi.... 7 439 
15 Min . «+» 15 BE 
22 A... 15. März 1842. 


Rest von 7... 1 Sonntag 
Da nun d auf Sonnabend, A aber auf Sonntag fällt, so st D—=A—1= 
14. März 1842. 
Vierte Aufgabe. 
Kür ein gegebenes d im Julianischen Kalender A und D im 
Jüdischen zu finden. 

Man addire zu der Jahrzahl, wenn das gegebene d vom Januar 
bis Juli fällt, 3760, wenn es vom October bis December fällt, 3761, und 
suche aus Taf. I. und II. die Beschaffenheit des Jüdischen Jahres, wel- 
ches durch diese Summe ausgedrückt wird. Ferner addire man zu der 
dem yegebenen Monat angehörigen Zahl aus Taf. VI. @ das Monats- 
datum und die dem Jüdischen Jahre angehörige Zahl aus Taf.V. Mit 
dem Rest aus Taf. I. gehe man links in Taf. IV. und subtrahire die 
unter E stehende Zahl von der eben gefundenen Summe; von dem Ueber- 
schusse subtrahire man die nächst kleinere Zahl aus Taf. III. F: der 
Rest ist &. Zu A sowohl als zu d suche man den Wochentag und re- 
dueire, wenn beide nicht übereinstimmen, & auf D. Kurz ausgedrückt ist 

A —= @-d+-V—-E-—F. 

7. B. den 5. October 1582 auf den Jüdischen Kalender zu redueiren. 

1582 -1. 3761 — 5343; dazu aus Taf. 1. 


Vertical A... . 5187, Rest 156 z—2 
HorizontalA... 152, Rest 4 TE 
G:..998 5343 durch 28 giebt den Rest 23; dazu 
Eee October aus Taf. Vl.... 1 
Er. 0 5. October ...5 
294 6 Freitag. 
ee: Rest 4 und Z — 12 geben in Taf. I. 2 
IS Thischri 24 in Taf. IH... . 1 
F. 0 18. Thischri . . . 18 
N. 18. Thischri 5343 19 


Rest von 7... 5 Donnerstag. 

















5. Nesselmann, Beiträge zur Chronologie. 69 


Da nun d auf Freitag, A aber auf Donnerstag fällt, so ist D—= A--1 
19. Thischri 5343. 


Wenn das gegebene Julianische Datum innerhalb der Grenzen liegt, 
in welche der Jüdische Jahresaufang fallen kann, also im August, Septem- 
ber, oder in den ersten Tagen des October, so kann eine Zweideutigkeit 
statt finden, ob man 3760 oder 3761 zu der gegebenen Jahrzahl zu addiren 
habe. Auch führt die eben gegebene Regel in dem Falle zwei Inconve- 
nienzen mit sich, indem nämlich die Summe @--d--V entweder kleiner 
als #, oder so wenig grölser ist, dals ein Datum herauskommt, welches 
in den Anfang des Jüdischen Jahres fällt, statt dafs es, wenn es noch dem 
vorigen Jahre angehörte, in die letzten Monate desselben fallen mülste. 


Um nun, wenn das gegebene Datum in den erwähnten Grenzen liegt, 
sicher zu gehen, suche man zunächst den Anfang des Jüdischen Jahres 
Ü--3761, wobei meistens die Bestimmung von A für unsern Zweck hin- 
reicht. Daraus ergiebt sich, ob das gegebene d in das Ende des Jahres 
Ü--3760, oder in den Anfang des Jahres Ü-- 3761 fällt. Im ersten Kalle 
addire man zu der Summe @--d--V die Zahl 365, weil wir @ nun auf 
den Anfang des Jahres Ü— 1 reduciren müssen, und verfahre im Uebri- 
gen wie vorher. In dem zweiten Falle aber, wenn d schon in das Jahr 
C--3761 fällt, nehme man die Zahl £ aus Taf. IV., welche dem letzteren 
Jahre entspricht. 


Suchen wir z. B. A im Jüdischen Kalender für den 1. September der 
Jahre 1842 und 1843. C--3760 ist respective 5602 und 5603, C-1-3761 
respective 5603 und 5604. Zunächst nun suchen wir den Anfang der 
beiden letzten Jahre nach der zweiten Aufgabe; wir finden für den 
I. Thischri 5603 4 —= 25. Aug. Demnach fällt der 1. Sept. 1542 bereits 
in das Jahr 5603. Nun ist 
1. Sept. (@--d) ... 244 
Er us, BE 
261 
5603, E... 253 
A... 8. Thischri 5603. 
Dagegen finden wir für den 1. Thischri 5604 A — 12. Sept.; daher fällt 
der 1. Sept. 1843 noch in das Jahr 5603. Demnach haben wir 
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G+d...244 
EFF; 
dazu . .. 365 





626 
Ei... 253 
373 
E13 
N... 18 Elul 5603. 
Die Regulirung des A vermöge der Wochentage bleibt dans wie vorher. 





Zum Beschlufs dieser Abhandlung wollen wir den Todestag Christi 
aufsuchen. Nach der evangelischen Geschichte starb Christus Freitag, zwei 
Tage vor dem Passahfest, im vier und dreifsigsten Jahre seines Lebens. 
d. bh. am 13. Nisan desjenigen Jüdischen Jahres, welches dem Jahre 34 n. Chr. 
entspricht; das ist aber das Jahr 3794. Nun haben wir aus Taf. 1. 

Vertical A... .3705, Rest 89| Z—_ 4 
Horizontal A... 76, Rest 13 nid 
Rest 13 und Z—43 geben in Taf. I. ein Jahr 2on, 
Nisan 2m in Taf.IH.... 2 
13. Nisan .. . 13 


Rest von 7... 1 Sonntag. 


Da nun das ganze System der christlichen Festordnung von dem unum- 
stöfslichen Factum ausgeht, dafs Christus zwei Tage vor Ostern und an 
einem Freitag gestorben, dieser Tag aber im Jahre 34 n. Chr. nicht auf 
Freitag, sondern auf Sonntag gefallen ist, so folgt daraus mit Evidenz, 
dafs Christus nicht im Jahre 34 starb. Da er aber eben so sicher im 
vier und dreifsigsten Jahre seines Lebens gestorben ist, so folgt daraus 
ferner, dafs unsere Zeitrechnung ein unrichtiges Jahr als das Geburtsjahr 
Uhristi voraussetzt. Untersuchen wir nun, in welchem Jahre der 13. Nisan 
auf Freitag, also der 15. auf Sonntag gefallen ist. Wenn der 15. Nisan 
auf Sonntag fällt, fällt auch der 1.Nisan auf Sonntag, der vorhergehende 
Tag also auf Sonnabend. Suchen wir also in Taf. II., bei welchen Jahren 
in der Reihe Nisan die Zahl 7 steht; so finden wir die Jahre 5u, 5M, 7m. 
Nun sehen wir in der Reihe 43 der Taf. II., ob eines dieser Zeichen da- 
selbst vorkommt; wir finden 5a ım ersten und 5M im achten Jahre. Da 
wir vorher das 13. Jahr des Uyclus gefunden hatten, so ist das mit 5M 
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bezeichnete achte das nächste Jahr, welches brauchbar ist; es folgt also 
daraus mit grofser Wahrscheinlichkeit, dafs Christus fünf Jahre vor unserer 


hat das zweite Jahr 5; demnach ist auch das Jahr 42 n. Chr. als 'Todes- 
jahr zulässig, welches voraussetzen würde, dafs Christus im Jahre Sn. Chr. 
geboren wäre. Halten wir uns aber an das erstgefundene Todesjahr 29, 
welches das Jüdische Jahr 3739 ist, dem das Zeichen 5M und die Stellen- 
zahl 3 zukommt, so haben wir 


3789 durch 23 Rest 9, E == 262 
Rest 9 aus Taf. VI. April... 5 F —= 207 
A 15. April... 15 d = 13 

20 482 
Rest von 7... 6Freitag V-— 12 

40. 
G — 455 


_—- 00 


A = 15 April. 
Demnach ist A= D = 15. April des Jahres 29: also fiel Passah auf Sonn- 
tag den 17. April. 


Die Juden rühmen sich der grofsen Genauigkeit und kunstvollen 
Anlage ihres neunzehnjährigen Cyelus, in welchem der Wechsel der Ge- 
meinjahre und Schaltjahre so angebracht sein soll, dafs der 15. Nisan, das 
Passahfest, in allen Fällen auf den ersten Vollmond nach dem Frühlings- 
äquinoctium falle. Dadurch aber, dafs der neunzehnjährige Cyclus um mehr 
als zwei Stunden gröfser ist als neunzehn Sonnenjahre, ist es im Laufe 
der Zeiten bis jetzt dahin gekommen, dafs in den drei Schaltjahren, weiche 
die achte, elfte und neunzehnte Stelle im Cyelus einnehmen, ihr Passah- 
fest nicht auf den ersten, sondern auf den zweiten Vollmond nach dem 
Aequinoetium fällt, also einen vollen Monat zu spät gefeiert wird. In den 
genannten Jahren nämlich fällt der 15. Nisan durchschnittlich, wenn man die 
Ausnahmen nicht berücksichtigt, respective auf den 24., 21. und 23. April 
Gregor. Styls. Selbst wenn wir statt der circa 29 Tage 12 Stunden, 
welche den Abstand eines Vollmonds von dem nächsten ausmachen, volle 
30 Tage aunehmen, und diese von jenem drei Datis zurückzählen, so er- 
halten wir für die vorhergehenden Vollmonde den 25., 22. und 24. März: 
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also jedenfalls findet in den drei Jahren zwischen dem Frühlingsäquinoctium 
und dem Passahfeste noch ein Vollmond statt. Dieser Fehler des Cyelus 
wird natürlich mit der Zeit immer beträchtlicher; nach etwa 400 Jahren 
wird auch das Passahfest des dritten Jahres einen Monat zu spät fallen, 
und nach etwa 1200 Jahren, von jetzt an gerechnet, begegnet dasselbe 
schon allen Schaltjahren 

Ebenso wenig hat die Bestimmung, nach welcher das christliche 
Osterfest berechnet wird, wenn dieselbe anders, wie es heifst, den Zweck 
hatte, das Zusammentreffen dieses Festes mit dem Jüdischen Passah zu 
verhüten, diesen ihren Zweck erreicht. Zwar, da die allgemeinen Regeln 
lauten: die Juden feiern ihr Passah am Tage des Vollmonds, die Christen 
ihre Ostern am Sonntage nach dem Vollmonde, so scheint es, dafs beide 
Feste nie zusammentreflen können; und sie könnten es in der That nicht. 
wenn man die wirkliche Beobachtung des Vollmonds der Anordnung des 
Festes zum Grunde legte. Das thun aber weder die Juden, noch die 
Christen, sondern die Einen wie die Andern bestimmen das Vollmonds- 
datum durch eyelische Rechnungen. Aber alle Uyclen weichen mit der 
Zeit von der Walırheit ab; und da nun der Jüdische Cyclus, so wie der 
christliche, jeder seine eigenen Fehler liefert, so ist ein Zusammentreffen 
beider Feste sehr wohl möglich; und zwar geschieht es in dem Falle, 
wenn der Jüdische Cyclus den 15. Nisan auf Sonntag verweiset, während 
die christliche Rechnung schon Sonnabend oder Freitag vorher Vollmond 
lieferte. Beide Feste trafen z. B. zusammen in dem Jahre 1805 am 14. April 
und 1525 am 3. April Greg. Styls, nicht aber, wie im Brock hausschen 
Conversationslexicon (8. Aufl. Art. Ostern.) fälschlich bemerkt wird, auch 
in den Jahren 1525 und 1832. Denn 1828 fiel das christliche Osterfest, 
im Jul. wie im Gregor. Kalender, auf den 6. April, das Jüdische auf den 
30. März, und 1532 das christliche auf den 22. April, das Jüdische auf den 
15. April. Das nächste Zusammentreffen beider Feste wird statthaben in 
den Jahren 1903 den 12. April, 1923 den 1. April und 1927 den 17. April; 
in allen drei Jahren aber weicht das Julianische Osterfest von dem Gre- 
gorianischen ab, welches letztere eben mit dem Jüdischen zusammenfällt. 

In den drei vorher erwähnten Fällen, wenn die Juden ihr Ostern 
einen Monat zu spät feiern, fällt das christliche Osterfest früher als das 
Jüdische, das heifst, der Sonntag nach dem Vollmonde fällt früher als der 
Vollmond. 
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Als Anhang gebe ich hier noch einen Vorschlag, beide Kalender 
mit einander zu vergleichen, eine Methode, die besonders bequem ist, wenn 
man oft Reductionen innerhalb eines gewissen begrenzten Zeitraums zu 
machen hat. 

Man mache sich auf 14 Täfelchen 14 vollständige Jüdische Kalen- 
der für die 14 verschiedenen Jahre, in der Art, dafs man links in einer 
Verticalspalte die Zahlen von 1 bis 30 hinschreibt, daneben in 12 oder 13 
Verticalspalten, welche oben mit den Namen der Monate bezeichnet sind, 
die Wochentage jedes Datums; die Sonntage numerire man durch das ganze 
Jahr hindurch, und die ganzen Tafeln bezeichne man oben mit den Delfi- 
nitionszeichen des Jahres. 

In ganz ähnlicher Weise verfertige man sich 14 Christliche Kalender, 
die aber vom 1. September anfangen, und noch den folgenden September, 
also 13 Monate enthalten; je zwei Tafeln faugen mit demselben Wochen- 
tage an, in einer ist aber das mit Januar beginnende Jahr Gemeinjahr, in 
der andern Schaltjahr. Als Zeichen schreibe man an jede Tafel @ oder 8, 
je nachdem es Gemeinjahr oder Schaltjahr ist, und vor diesen Buchstaben 
den Wochentag des ersten September. Auch in dieser Tafel gebe man 
den Sonntagen fortlaufende Nummern. 

Weifs man nun für ein gewisses Jahr, auf welches Datum des Christ- 
lichen Kalenders der 1. 'Thischri trifft, so merke man die Zahl des Sonn- 
tags, welche dem Datum des 1. Tbischri im Christlichen Kalender voraus- 
geht. Will man nun irgend ein anderes Datum desselben Jüdischen Jahres auf 
das Christliche reduciren, so suche man es im Jüdischen Kalender auf, addire 
zu der Sonntagsnummer die Zahl des Sonntags, der dem Datum des 1. Thi- 
schri vorangeht, suche diese Summe im Christlichen Kalender, und immer 
in der Woche den gehörigen Wochentag. Gesetzt also, der 1. Thischri 
fiele nach dem 3ten Sonntage im Christlichen Kalender und man suchte das 
Christliche Datum, auf welches der Dienstag nach dem 15. Sonntage des 
Jüdischen Kalenders trifft, so sucht man nur im Christlichen Kalender den 
Dienstag nach dem 18. Sonntage. 

Da aber die Aufsuchung des 1. Thischri selbst ebensoviele Schwie- 
rigkeit macht, als die Aufsuchung irgend eines andern Datums, so hat 
diese Methode nur Nutzen, wenn man sich für einen gewissen Zeitraum 
ein für allemal eine Tabelle macht, wie die folgende: 

Crelle’s Journal f..d. M. Bd. XXVI. Heft 1. 10 
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Taf. T. 





3981 18205600 183915619 48585638 187715657 1896 5676 1915 
TM 1 6G|2U 2 1S|5U 1 4G|TU 1 76, 3R 1 3G|5U A 48 
5582 182115601  1840|5620 1859 15639 187815658 1897 Se 1916 
5r 4 7G)2m 4 3G )5r 4 585 | Tu 4 1G|?2u 4A AG |ör A 6G 


5583 182215602 141841 !5621 186015640 187915659 ° —B08 15078 1917 
2u IG)5r 2 46 | 2m 3 76 |5r 2 2S|Tm 2 56|2u 3 76 


5554 1823/5603 15425522 18615641 15505660 18995679 1918 
7MOo 25S|2U 15G|5U 1 1G | 2M A AG|3R 1 6G|7M1 1G 


5585  1824!5604 18435623 1862 15642 1851 | 5661 1900 | 5650 1919 
u 3 4G | ?2u 4 6S |5r 3 2G | Tu 3 5G | 2u 4 7G |5r 3 28 


l 














wm 
er 











5586  1825|5605 154415624 186315643 188215662 19015681 1920 
3R25G|7M 2 1ıG|2M2 35)5M 2 66 7M 2 1G | 2U 2 AG 
5587 182615606  1845)5625  1564!5644 188315663 190215682 1921 
2u 5 6G |i5r 4 2G | Tu 4 56 | 3r 5 7S|5u 4 2G ı2u 5 56 
5588 152715607 154615626 186515645 185415664 190315683 1922 
Tm iS | 2u 3 3G|5r 6G ! Tu 2 2G |3r 3 38 |) 7m 3 66 
5589 182815608 184715627 1866 5646 1885|5665 1904 |5684 1923 
3R 1 26G|7Mı 4S|2U 2 7G|5U 1 36 |7U 15G|3R 2 78 
>59) 1829, 5609 184815625 186715647 1886 15666 1905 |5685 1924 
2u 4A 3G|5r 4 66 | 2m 5 1S|5r = 4G Tu 4 6G | 2u 4 2G 
5591 1530/5610 184915629  1868|5648 18575667 1906 |5656 1925 
Tu 2 4G |2u 3 76 |5r 2 3G | 2m 3 58 | 5r 3:7G | Tu 2 36 
5592 A831 5611 185015630 1869| 5649 iSSS 15668 190715637 1926 
5M ı 55S|7U ı 16 \2U 1 4G|5U 1 76 | 2M2 1S|5M1ıA 4S 


5593 183215612 1851 15631 187015650 188915669 1908 |5688 1927 











we 
PR 
u 

















3r 4 76 |Tm 3 25 |2u 4 156 dr 4 1G|7u 3 36 |3r 4 58 
5594 1833 5613 155215632 187115651 189015670 19095689 1928 
TU 2? 1AG|3R 2? AG|TM 2 6S| 2M 2 26 |5M 2 4G TU 2 76 
5595 183415614 185315633 1872] 56 52 e - eor sort 1010 560 108 
7u 4 2G |2u 5 56 |5r 5 16 |7u 4 35S|3r 5 5G | 7m 5 16 
5596 1835 5615 1554/5634  1873|5653 18925672 19115691 1930 
Sr 3 35 iu 3 98 Zu 3 2G | | r 3 >G | Tu 3 65 | ör 3 2G 





5597 183615616 155515635 1874 5654 1893| 5673 1912|5692 1931 
2M 256 |5M 2 7S|7M 1 3G |) 2U 2 66|5U 2 AG | TU A 38 
5598 153715617 155615636 187515655 1894 | 5674 191315693 1932 
u 4 66 |3r 5 26) 5u 4 4S | 2m 5 76 |5r 4 4 5G 
5599 183815618 185715637 187615656 1895/5675 1914/5694 1933 
5r 3 7G |7u 2 3G|I3r 3 66 |5u 3 1S | 2m 3 3G Jär 3 6G 























Diese Tafel enthält in der obersten Zeile jedes Feldes die fortlau- 
(ende Jüdische und die ihr entsprechende Christliche Jahrzahl; unter jeder 
Jahrzahl steht das auf eine der je 14 Täfelchen hinweisende Zeichen des 
Jahres; zwischen den beiden Zeichen steht die Zahl, die man zu der Jüdi- 
schen Sonntagsnummer zu addiren hat, um die Christliche Sonntagsnummer 
zu finden. Die Construction dieser Tafel geht sehr leicht und einfach von 
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as 


Statten und ist kaum weitläufiger, als wenn man einige wenige Data durch 
Rechnung reduciren mufs. Die Christlichen Zeichen laufen nach einem 
einfachen Gesetze fort, immer vier auf einander folgende Zahlen, deren 
drei erste @, die letzte S hat, dann eine Zahl übersprungen, und wieder 
vier auf einander folgend u.s.w. Die Jüdischen Zeichen giebt die Taf. I. 
und die additiven Zahlen findet man ebenfalls sehr leicht, wenn man sich 
vorher die 14 Tafeln des Christlichen Kalenders construirt hat. Man braucht 
nur A für alle 19 Jahre des Cyclus ein für allemal zu berechnen und dieses 
in den Christlichen Tafeln aufzusuchen, wozu man selten einmal das Jü- 
dische Zeichen nachzusehen hat, um zu entscheiden, ob der 1. Thischri auf 
Sounabend oder Montag fällt. Der Beschaulichkeit wegen setze ich zwei 
solcher Kalendertäfelchen hieher, und zwar die beiden, die für das foleende 
Jahr 5604 gehören; der ganze Apparat ist aber auf den Gregor. Kalender 
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Sept.| Oct. | Noy. | Dec. Jan. ' Febr. | März. | April. | Mai. | Juni. | Juli. | Aug. | Sept 
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Nun finden wir in Taf. T. bei dem Jahre 5604 zwischen den Zei- 
chen 2u und 68, zu denen ich die gehörigen Tafeln hieher gesetzt habe, 
die additive Zahl 4, d.h. das Jahr 5604 beginnt am Montage nach dem 
vierten Sonntage der Christlichen Tafel, also am 25. September. Suchen 
wir das Christliche Datum für den 15. Nisan, so sehen wir in der Tafel 2, 
dafs dieser Tag auf den Donnerstag nach dem 27. Sonntag fällt; daher 
haben wir ihn in 65 an dem Donnerstage nach dem (27-/-A)ten, d.h. nach 
dem 31. Sonntage zu suchen, und das ist der 4. April. Der letzte Tag 
des Jahres 5604 ist der Freitag nach dem 50. Sonntage, also im Christlichen 
Kalender der Freitag nach dem 54. Sonntage, das ist der 13. Sept. Man 
sieht, dafs die Vergleichung auf diesem Wege ein Spiel ist, wenn man 
nur einmal die Taf. T. hat. 
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Um Mifsverständnisse zu verhüten, erkläre ich, dafs schon im Jahre 
1842 in Königsberg eine kleine Abhandlung erschienen ist, unter dem Titel: 
Chronologische Tafeln zur immerwährenden Berechnung des jüdischen 
Kalenders, von Berl Goldberg aus Neustadt in Polen, welche die von mir 
aufgestellten Tafeln I. und II., obgleich in etwas abweichender Form, ent- 
hält. Aber beide Tafeln stehen daselbst ganz unerklärt als Dogmen da. 
und, was in einem solchen Falle besonders übel ist, sie enthalten Fehler. 
welche natürlich der Leser nicht verbessern kann, weil ihm die Construction 
der Tafel nicht gelehrt wird. Oefters verweiset die Taf. I. mit falschen 
Zahlen auf Taf. Il., und das kommt nicht selten vor, und auch Taf. Il. ent- 
hält falsch definirte Jahre. Auch hat letztere Tafel dort die Unbequem- 
lichkeit, dafs die Schaltjahre nicht durch besondere Zeichen unterschieden 
sind, so dafs man während der Rechnung darauf zu achten hat; was leicht 
übersehen wird. Unser 2m und 2M heifst dort A, unser 2u, 2U, B u. s. w. 
Allerdings hat jene Tafel, die mir so lauge unerklärlich war, mich zur 
Aufsuchung ihres Princips angespornt: für den Gedankengang aber, den ich 
zur Auffindung desselben zu nehmen hatte, hat sie mir nicht den leisesten 
Wink gegeben, und ich kann trotz jener Schrift die gegenwärtige Abhand- 
lung für mein vollkommenes Eigenthum erklären. 
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Taf. 1. 
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1.6.6. J. Jacobi, ub. [aa— 2 au’ (cos w cos p + Sin w sin p cos (F-9)) + war)] *. S1 


4. 
Ueber dıe Entwicklung des Ausdrucks 
| aa — 2ua‘ (cosw cosD - sinw sind cos ($—3I)) + a’ 


(Von Hirn. Professor ©. @. J. Jacobi zu Königsberg in Pr.) 


1. 


Man k kann einen Ausdruck von der Korm 
V Base —— 1 — 
’AATBB+CC) 
durch das bestimmte Integral 


1 / Te dn 
Be, A+iBcosn+tiÜsinn ’ 


0 


wo 2 y—1 ist, darstellen. Setzt man in dieser Formel 


A —= acosw—.acosd, 
B = asinwcos$ — «a sin®cos$‘, 
Ü — asinw sing — a sin® sin $, 


so erhält man den zur Entwicklung vorgelegten Ausdruck durch das be- 
stimmte Integral 


Y 1 


Yl(aa—2aua’ (coswcosy +sin sing cos(F— 9"))-+ a’a’] 











1 / Ira dn 
In. a (c08w +isin w cos (4 — n)) — a’ (cosp-isin p cos (U - s n\) 
VO 
ausgedrückt. Es wird daher, wenn man 
ö ir, ee „a? 
l — > 4 Y,— - Y, — eic. 
zu a? a’ 
setzt, das allgemeine Glied der Entwicklung Y,, durch das bestimmte Integral 
Y: 1 °” [cosQp- Tising en dn 


I [ec 0SW — sIn cos ( En n)]r+' 
0 


gegeben. Setzt man 
[cos® +: sin® cos($’—n)]" = A,--2:X, cos ($’—n) — 2A, c0s2($’—r) etc. 
[cosw-- zsinwcos($—n)] "= P, + %P,cos($ —n) —2P,c au — 1) etc., 
so giebt die vorstehende Formel: 
Y, = P.X,—?2P;X, cos($—$)--2P} X, cos?($—Y') etc 
Die Gröfsen P,, pP ete. hängen nur von w, die Gröfsen X,, X, etc. nur 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI, Heft 1. 11 
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von D ab. Sie müssen ferner dieselben Kunetionen respective von w und 











®, oder nur um einen Zahlenfactor verschieden sein, da V und also auch 
Y, ungeändert bleibt, wenn man ® und w mit einander vertauscht. 
Setzt man =D, so erhält man aus dem Vorigen: 


1 . ze 
Y = [eos® --2sinDdcos($’—n)f' dn = Ä,, 
0 





Au ‚ a? 
0 
u. . <a] ar ] A, ry ] eic. 
ylaa—2aua’cosp- au a a? a 


Seizit man D—0, so erhält man 


B 1 2 ı N . . \- / 
Y. —— / [cosw--2sinwcos($ —n)"t? dn = P,, 
EIun 
O0 
1 1 y P, p «a a? | 
PET TE u FE { ar I P, ir I eie.. 
Y(aa— 2? au! cos + u a’ a «a? El 
wo die ersten Coöfficienten A, P, = 1 werden, wie sich ergiebt, wenn 


man a0 setzt. In den beiden Integralen, durch welche A, und P, be- 
stimmt werden, kann man für 9 —n, 3—n blofs n schreiben. Da die bei- 
den Radicale gleich werden, wenn man D® —=w setzt, so folgt, dafs P, und 
X, genau dieselben Functionen respective von w und D sind. 
Die im Vorbergehenden bewiesenen Formeln geben folgenden Satz: 
„Wenn - . RER dt Ä, = -X, en etc., und P, die- 
y(aa—?2aa 'cosp+.a' «) a a? a? 


selbe Function von » wie X, von ® ist, so hat man 





1 [ i d + 
270. yvlaa—2aa’ (cos © c0sp--sin@sinpcos(F —9)) + uw] 
VO 
vv @ mr. “ 
P X, P, u a le eic. 


dl a? | 
Dieses schöne, von Legendre gefundene Resultat und die Anwendungen, 
die er davon gemacht, haben den Anstofs zu Laplace's tiefsinnigen Unter- 
suchungen über die Entwicklung der Kunctionen zweier Winkel gegeben. 


2. 


Die Ausdrücke von Ä,, A, etc., P,, P; etc. findet man mit Hülfe 
des Taylorschen Lehrsatzes und einer häufig RETTEN Ausdehnung 
desselben auf Entwicklungen, welche nicht blofs die ganzen positiven Po- 


(tenzen des Increments enthalten. Setzt man nämlich 


cos® = LT, :sinDe” = 8, 
so hat man die merkwürdige Gleichung 











1.0.6.4. Jacobi, üb. [aa—2au (cosw cos Yy-+Ssin® sinp cos (4-9)) + ww] *. 3 


22 [cos®-+:sinDcosn] = z[2cosd --isinde”--zsinde-"| 
= 283423 —sin’d = (2-2) —1, 


und daher 
—1[' y% ae sin cosn]" 


le -2) 


Hier ist 


multiplicirt. 
von z”+” und 2” 


wo Ilk=1 


7 


Kür m 


Man kann daher für den ersten der beiden Ausdrücke von A,” setzen 


KFülrt man. um den Ausdruck von P/” zu finden, die ähnlichen Bezeich- 


nungen 


ein. so erhält man wieder 
re 
\(» 
n Pr 3 
2 e Er FE 


Die Coefficienten von z2 tm), grt+tltm) werden hier 


Um die 
[+ 3) 


Nach dem Taylorschen Lehrsatze sind aber die Coöffieienten 


” in der Entwicklung von [(=--z)’—1]': 
drtm, (r? ER yr dr rm . (a a. [)” 
Ian+m).dartr ? Iln—m).dar m ? 
2... hr Mau hat daher für A,” die beiden Ausdrücke 
sjn” f d’ en (X dem 1) ” (— 1) m dr m (x? - 1. 
2” " Tllntm).dartm In sinn p Tan — m).dar— 
O0 geben beide 
Y (el) 
ie 2"lIn.dar 


"IA, +: ;Xie' — X E" —ı A, €". etc. 
Ace" — A, e'"—iN, ce” etc.] 


n 


> =? 3 
S r N r re 74 u N vılt 2Ö 
2. 2" |X,- A R sin p 1 A, sin? A, er eic. 
-A,sind.27"+-A,, si?®.27°7— X, si? ®.27° ete. 
X” in die beiden Ausdrücke 
on 
— 2" und (—1)”"?" sind 2"” 
sın"Yy | 


In im Ar X 
Ze m e Fi DE gar or Me. 
In -+-m) ° dx” 


cosw = p und isinwe" — X 


2) — 1) — (22) [cosw- 2 sinwcosn]""t 


N) > n 


; ! r m 2 m % 
sın sın“ @ sin" 


— P; sinw.z"- P/sn’w.2””— P, sin’w.2”° etc. 
u) 


2, (ATI. 


9—( n1) 


M 


sın 
Coeflicienten derselben Potenzen von z aus der Entwicklung von 

1j7”*" zu erhalten, bemerke ich, dafs man dasselbe Prinzip. 
11% 
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welches die Taylorsche Reihe giebt, dais nämlich die nach p und x ge- 
nommenen partiellen Diflferentialquotienten einer Function von p-+-z einan- 
der gleich sind, auch mit Vortheil auf Entwicklungen anwenden kann, 
welche, wie die hier vorliegenden, positive und negative Potenzen von 2 
ins Unendliche enthalten. Ist «, der Coöffieient von z*, so wird der Coef- 
ficient von z'*”, je nachdem A positiv oder negativ ist, 
IIh d’” ar (—1)" TI (— k— m —1) drur 
II (km) ° dp” oder T—k—1) j dp” 
und der Coefficient von 2” 
IIk ie = m I(—k+m—1) m # 

TE ae / u,dp” oder (—1) TECHIn 7 n,.dp”. 
Nun kann man der Natur der Sache nach keinen Ueberganug von den gan- 
zen positiven zu den ganzen negativen Potenzen von & machen, und um- 
sekehrt. Denn da in der Entwicklung kein Logarithmus von z vorkommt, 
so kann auch das nach 3 genommene Differential nicht den Term ent- 
halten. Es kann daher auch das ihm gleiche partielle Differential nach p 
nicht den Term 2 enthalten, oder: der Coöfficient von 2 ın einer von log 
freien Entwicklung einer Function von p- x :st immer eine Constante. 
Hieraus folgt allgemein, dafs der Coefficient von z'+9 eine ganze ralio- 
nale Function von p von der Akten Ordnung ist. 

In dem vorliegenden Problem ist P, und daher der Coäfficient von 


z=U+0 gegeben. Denn da P, dieselbe Function von p wie A, von X ist, 
so hat man auch 
p rw d" .(p? 177 1)" 
" 2" IIn.dp” 


Da 2 "+" P, der Coefficient von z7"+" ist, so wird nach dem Vorherge- 


henden. wenn man k—= —n—1 setzt, der Coefficient von z"+"+” 

(1m 2-40 In—m) d"”P, 

IIn dp” 
und der Coefficient von 27H” 
II (n + m) Pm. 

Fa mn 9—(in+1) x“ rn a 

(—1)"2 IT, / Pa, 
wo die nach einander zu bildenden Integrale für y— +! verschwinden 
müssen, da für p== +1 die zu entwickelnde Function 32" — (+-z)"+? 


wird, deren Entwicklung keine höheren negativen Potenzen als die —(n-'-1)te 
enthält. Man hat daher für P\”) die beiden Ausdrücke 




















4: 0. 6.J. Jacobi, üb. [aa — 2a’ (cosw cosp-+sinosingp cos(F-9)) + aa] *. 9 


n 


ku; m IIln — m) dr” P 
pP 2 - ( er Er ) [ 7 az - 
. Ga IIn en. dp" 
Il(n 1m) 1 A. > Inm 
In "sinnw. Kap: 


Vergleicht man die für P/”’ und X,” gefundenen Ausdrücke, so sieht man, 


m) « 


dafs man P,” aus A,” erhält, wenn man p für x setzt und mit 


(—_y\" In un m) II (n — m) 
Een Iniin 


multiplieirt. Man hat daher zwischen den bestimmten Integralen, durch 
welche man A,” und P/”) ausdrücken kann, die Relation 





. 5 cosmndn 
u ol isinweoanl”+! 
/  |eos®-+1!sinwcosn] 
Il(n + m) Tl(n —m ) ‚7 u 
TER ne [cosw-' @sinwcosn]" cosımn dr 
® Il» Il _ | 
sT OÖ 
nr II(n-—m) . d’tm (op —1)" 
( ar ı)” y=- nfpı) \9 ) sin” wo PN ) 





Il» 
wo p = cosw und m <n. Einer meiner jüngeren Freunde, Herr Dr. Heyne, 


d prtm 


hat bemerkt, dafs die hier zwischen den bestimmten Integralen gefundene 
Relation in der Euwlerschen Formel 


! cosmx dx 


[aa+2ab cosa +bb]"t! 
( 

Il (nm) Il(n—m) 1 “_ 
u ee ran / aa-- ab cos x 1 bb]" cosımx dx 
. II» Il (aa— bby+!, | | 1 
enthalten ist, wenn man a = cos4d, b==isin}D setzt. 

Substituirt man die für A”, P/” gefundenen Werthe 


xm _ IIn.sin”p dA, 





I(n+m) * da” 


Iln—m)sin”o drP., 


pP» ” ( KR 1 y a 


In "dp 
in den für Y,, gefundenen Ausdruck 
Y„= P,X.—2P,.X, c0os($—$)-+2P‘ X, c0os2($ — 9) — elc., 
so erhält man 
A AB 21 (n —1)sinosing AP, aa 
In-+1) dp dx 
dP, dA 
dp: da? 


- c0s (9 — 9‘) 


n 


2T(n —?2) sin? » sin? % 


Il(n +2) 


"cos?(I— 9) + elc., 


welches die von Zaplace auf ganz verschiedenem Wege gefundene Reihe ist. 
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Wir fanden allgemein für den Coöfficienten von z7”-'-” in der Ent- 


wicklung von [(z-- p)—1]”": 


B m __ DrIlntm) fm 
m en m 2 m) ER { ) u 
& we - SINN @. I \ Me ei Ip” 
1, ‚ S 2”+1]] F P, dp ' 


Setzt man für P, seinen Werth, so kann man denselben, wenn mn. so 


darstellen: 


sin w) P. rw (—1) II» H- m) mn u ] a0 
In-i ee; rt ln 5 PP—- 1)". 0 p 
Der Goelfieient von z7"!7” war 
Pp\” 
— s 
I2rri sn” © 


er findet sich daher durch die vorstehende Gleichung: 
1)” IIn + m) { gs 
k . EEE TERNN, BEE (»p — 1)" dp”. 
21] In (pp—1)"”. ‚pl A 
Diese Formel giebt die Coefficienten aller positiven Potenzen von z in dei 
vorgelegten Entwicklung. Setzt man in derselben m —=n-+1, so erhält 
man den von zZ freien Term 
»(n-1) / a \ 5 
Pet (—1)"t11I(2n-+1) 1 Yo» Nr ln 
—— .— "ılp. 
rt sin" ti TR TER BEN (pp — "tr. Pl - 


Aber durch dieselbe Betrachtung, welche die Taylorsche Reihe giebt, finde: 


=. en 7 | 


man auch hier den Coeffiecienten der positiven Potenz 2 ‚. wenn man den 
von x freien Term m — n — Imal nach p differenzürt und durch I (m —n— 1) 
dividirt. Man erhält daher für diesen Coeffieienten, wenn m>nr--1. den 
doppelten Ausdruck 
pP I)” Ilm -- m 1 m) 
| Dia ii nd (pp — 1)" dp" 
zu. rt] ll / Pl / 


sın w - (pp—1)" e 
— 1) +" [IQ n-+1) dr=—, (pp — 1)! f(pp—V”d»] 
+1 In IIn Tom —n—1) TR 


Die Vergleichung dieser beiden Formen ergiebt die Gleichung 


/ 4 pp—1i) dp” 
In +1).(pp—- Dr dr [pp N)" /(pp—1)" dp] 


mn l 








(u + m) Ilm —m —1) dp 


Um eine convergirende Entwicklung zu erhalten, mufs man die beiden 


K'actoren des vorgelegten Ausdrucks 
{ 1 1 
(sn ieh (py+l - 5 +" (y-n—1) 


. 
nm |] 
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den ersten nach aufsteigenden, den zweiten nach absteigenden Potenzen 
von x entwickeln, wenn p zwischen O und 1 liegt, und umgekehrt, wenn 


Ay 


p sich zwischen O und — 1 befindet. So lange p in den angegebenen 
Intervallen bleibt, bleibt auch die Entwicklung dieselbe. Da nun für » l 
und für p== —1 keine höhern negativen Potenzen als die — (n- I)le 


in der Entwicklung vorkommen, so hat man in den für P,” angegebenen 
Wertlien die Integrale so zu nehmen, dafs sie für p—1 oder für p l 
verschwinden, je nachdem p positiv oder negativ ist. Wenn m <n, wer- 
den beide Bedingungen gleichzeitig erfüllt. 


Königsberg am 29. Mai 1843. 


un RE? EDEREESTEBTEN Pa mn nn 
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>. 


Ueber die Coeffieienten der Secantenreihe. 


(Vom Herrn Dr. Stern in Göttingen.) 


PR dem vierten Bande dieses Journals (8.299) hat Herr Prof. Scherk 
einen Ausdruck mitgetheilt, welcher die Bernoullischen Zahlen und die Coef- 
ficienten der Secantenreihe zugleich darstellt. Da meines Wissens sonst 
Nichts über diesen Gegenstand bekannt ist, so möchte vielleicht folgende 
Notiz nicht ganz ohne Interesse sein. Wie in dem erwähnten Aufsatze. 





me. an 
soll auch hier 3 die nte Bernoullische Zahl und B den nten Secanten- 


eoeffieienten bezeichnen. 


Aus der bekannten Formel *) 


xst mn. zn & 2 Ri q 
cos (ang —— SIn ; l-- — 1 — L-- - . PORRSERRG. }. 
2n En 2n Nn—m nm INn—m 3n--m 
ergiebt sich, wenn man n—?2, m—=1 und 27 —u setzt. 
cos 1u--sındu (1+-z)1—42) 1-42) 1—1ı8)... 


T 1 u? 1 Ts 
ı Veit p 
Bezeichnet man in der letzten Reihe den Coefficienten von ®” durch A 


und durch 4 die gröfste in dem Bruche 4 enthaltene ganze Zahl. so ist 


/ n 
| = 
- > .- “ 
J 


und 


\ 


1+- A u-- Au’ ....) (A-+-z)1—4r) 1--tIze) 1—tr 


Nimmt man auf beiden Seiten die Logarithmen und bemerkt dafs 


Im__4 gen ni N 1 
— B=-1-+.. 4. 
2 Zn: 3° H?7 
ee 
art? "2n+1! | Br 2 
ist, wo man. um die zweite Formel allgemein zu machen, B=1 setzt, 


*) Evler introd. in an. inf. $. 171 
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so hat man | | 
log (1- A,u+ A,u°....) 


2n—1 )) 
I 2 1 2—1 1,4. ı a B_, 1 B mr 
ec Bu ER > er —B#...—- aan aaa °.; a u” + = u ; 
. 2 2 2! ın 2 In! art? "Intl! 


In dieser Entwicklung ist also der Coefficient von «”, welcher a, heilsen mae. 
- g 


n—I 
ı —1 B 
entweder —= — — .—— .;; 
N ds Ns 
n—] 
1 B 
oder 


Int, 1? 
je nachdem n gerade oder ungerade ist. 

Bezeichnet man durch %k, einen Ausdruck, welcher — 0 oder —— 1 wird, 
je nachdem n eine ungerade oder gerade Zahl ist (z.B. A, = 4(1--(—1)"). 
so kann man diese zwei Fälle in einen zusammen ziehen und hat 


n—1 
u. ee. ee 
A a — klar —n)"2 nn!’ 
Vermittelst der bekannten Relation, dafs, wenn 
tang(1 4 Au--A,u....) = (MU+-@U... 
auch 
A, = sa, rs —la_ , At... +4, 


ist, ergiebt sich daher, wenn man die früher entwickelten Wertlie der A 
und « substituirt, 


1. u N; RR. = ' 
ZN on: 
Men n—?7 
ER  „ > 1 — kn, . 2r1 B j | ı 1 l 
"a —_ Kar —n) nt! ! Pat — (art (n—1)) n—2! +57 
A __ 1,30 
ce Ba / °y2n—3 *. 11? 


also eine Recursionsformel, welche alle Bernoullischeu Zahlen und alle 
Secantencoefficienten angiebt. 

Man kann diese Kormel auf folgende Weise noch etwas kürzer 
ausdrücken : 


“ 1 1 
2, (— k,)" . ‘ ) Wu Se 1] 
DE en 
n—| n—7 

1 k, . "A ’ l S k.—ı . In—1 > 1 ı 1 | 

ni - — Zn - — nn Er neigen — \# En 
ar — kn) nl! | a al — (n—1))  n—2! da 
128 = :, N 1 i 

er Tr? 7 23 aut Pod  — Fear y 
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g) 


An 
Formel. 


n—I 
B 


n! 


1 


’ 91 
Aue * 


1 
. 42 


die Formel (1.) schliefst sich eine unabhängige combinatorische 
1—k, 1 
an — k(2 n) 2 


Es ist nemlich 
1 1 


— en se .) die Combinationen mit Wiederholung der Classe 


21 22 
. als Ele- 


ED 
.. I 1, :c( 
2 (1.730 


wo .( ( i 


\an 


any! 


Io 


Y 


| 

air 
mente genommen, entsprechenden Permutationszahl 
multiplieirt, bedeutet, und die Elemente durch Multiplication verbunden sind. 


h Summe » aus den Gröfsen ....(—1)} 


ZUr 


4 
jede Gruppe mit der 


Kine andere Recursionsformel findet man durch folgende Betrach- 








(tune. Aus 
4.r? 4x? 
COS x Z - (1 rn -) (1 I >) u... 
st? 3?. nn? 
[olet, wenn man x° u seizt, 
T u? u? 
log (1 5 q ) 
) 1 1 Oa__ 8 1 Oan _ t 2n—1 
y * 3 * = u nd Bi 
- 8 2 B.u Ya . 4! B.u * .. 5 . In! Be... b) 
mithin 
% 7 ß ya En, An—1 I Yin—2 1 1 In—}3 
4. — 1)", a. — “ er B u A 91 51 
It N zN—L) u e 
%?2 2) l 
Y2n— 1 B —4P9 en 1 B 
x In—al "4 .. 0» je-* 21 Dr 2! 
oder 
£ £ Ben u 4 u. 11: 
10 _ 4) B - Pop _, 2 BB 
Yan=5 102 4 an.en —1.2n .. ‚2 —) BR... -1yn 0. 


4 
Diese Relation zwischen den Bernoullischen Zahlen habe ich nir- 


sendwo gefunden. An dieselbe schliefst sich folgende unabhängige Bildung 





























der Bernoullischen Zahlen, nemlich 
B Yın__4 I h 1.2 1 L 1 
>. u nei B — (— Y%i ei “ur! Ir u nn 
” ae In! . 1, h? 21? 4! 6 
Nun ıs 
2 ?n 
ui; , 
SEC X Jen 1 9 UT. ...75,7% ne, 


also. da log seCcr — — log cosT, 
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22—1 


Y?n Pr 


an WORTE B | B 
= a © u n ** er De ‚2er . Wu .o.. 
2! 2 4! In In! 
und 
2n 2 
B ar BR 2n—1 „ Ar-2__1 In; R 922 _1 i DB 
ne ie Y?n —— ME u ne . . . 1.3 
6. N. - ge I! D ET n ; B 7 u... u yA I ’n ya 


welches die erwähnte Recursionsformel 
Setzt man die Secantencoäfficienten als bekannt voraus, so ergiebt 





sich aus denselben jede Bernoullische Zahl durch die Formel 


Y?2n 2n—1 h h > 
7 1 Qrn—l1 2 ’ nt RB << Ei jr! Wi Y/ b h ) 
e u", "On! MN A | Fre Fe 


ie 
Setzt man die Bernoullischen Zahlen als bekannt voraus, so findet 
man die Secanteneoäfficienten durch die Kormel 


| 2 R__ 1 NQIn R An—i 
an KK Eee 
B h 1% u Y4 $) ....9, N . u . In! oo... 
MEER RT End A Al... 
2n! nr h! 


Behandelt man auf ähnliche Weise die Formel 


Eee er runs 


so findet man neben der bekannten Relation 


2n—1l Nm 

zus, E Zi BA ) 
| er ut ® .. + - Ü) 
2n! 2n—2! 3! — 2n-+1! 
| auch die unabhängige Bildungsformel 
a / } 
| ER b E_ u °- 1 i 
| g, u. Fe 4 I - > ( —1 w a u (— ne 9 meh .) . 
n In: nn Bi 31’ 5! 


Vergleicht man diese Formel mit der Formel (5.), so ergiebt sich deı 
merkwürdige combinatorische Satz 


S(_ı%. Angel . 








2 n a1 . ’ 4! ee 
10. a" —1 — = — er RIED ER EEE 
BE g n C' c(-— 1 1 ) 
eh 3! ? 5! Br. 
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©. 
Ueber die Verallgemeinerung des pythagoräischen 
Lehrsatzes. 


( Vom Hrn. Professor Umpfenbach zu Gielsen.) 


Die Verallgemeinerung des pythagoräischen Lehrsatzes liefse sich so aus- 
sprechen : 
In allen Dreiecken, deren einer Winkel A, ist die nte Potenz 
der gegenüberstehenden Seite gleich der Summe der nten Potenzen 
der beiden andern Seiten. 
Es sei ein zweiter Winkel des Dreiecks — x, so ist der dritte 
IS0® A- x) Da sich nun in dem Ausspruche des Satzes die Seiten 
ersetzen lassen durch die Sinus der gegenüberstehenden Winkel, welchen 
sie proportional sind, so soll demzufolge 
sin 2" -+-sin(4-- 2)" — sin 4” 
sein. Der Satz muls auch gültig sein für den Winkel #=--©x, bei umge- 
ändertem Werthe von A. Es ist also 
n sin 2" cos2 —-nsin(A-- 2)" cos(A--z) — 0. 


Der Satz mufls auch gültig sein für den Winkel x-- 26x, es ist 


— \ 


also auch 


n/n 1)sın 2" cos’ --n(n — 2) sin (A-- 2)" cos(A-- x)’ 


— nsin 2" — nsin(A-- 2)" — 0. 
QSubstituiren wır cos x’ 1—sinz’, cos(A-+-z2) —=1— sin(A x)’, so 
erhält man nach den gehörigen Reductionen 
n — 1) sin 2" (an — 1)sin(A-- 2)” — nsin A”. 


Soil nun diese Gleichung richtig sein, der Werth von x mag sein, 


was man wolle, so müssen sich die Theilsätze heben. welche x enthal- 


ten: dieses wird aber nur eintreten, wenn 2a — 0, also n 2: die 
Gleichung wird daun 

Y—1 2 —1) ?sın A”. 
daher sind I, sin A I, folglich A — 90°. Der pyihagoräische Lehr- 


satz ist demnach keiner Verallgemeinerung fähig. 
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> 
(. 
Zur Theorie der elliptischen Functionen. 
( Von Herrn Prof. ©. G@. J. Jacobi zu Königsberg in Pr. ) 

j. 

Unter den F'ormein, durch welche man die vielen von mir in den Flundam. 

nov. gegebenen Entwicklungen mit leichter Mühe noch vermehren kann. 

scheint mir die nachfolgende, welche die Tangente der halben Differenz 


. « .g% TTU . > 
der Amplitude des Integrals u und der Gröfse ; R selber ergiebt, einen 


eigenthümlichen Character zu haben. 
Da [ren ) sns(4n—r) 
1+sine/  sink(4n-tır)’ 


A 


so kann man die Formel F. N. 8.99 (4.) wie folgt schreiben : 











Mi 2Kır) 
— sin am —— 0: 
/ zt ac gar rg) (1— 2? sinc+ gt 
. .2Kal sint(lAr+ w)(i+2gsinecte (12293 sin. t q*' 
N 1+ sin am I r ! 
nz 


n der Formel (8. 183) 


4 2 R 
yg.sinz(1—N2g° cosIx -g)(I—2g’ cos?x- q’).. 








4 F 4 4 
yq.smnx—yg’.suö3x-+vgq?’.smdxr—. 
(1—1?)11—y*) d—gq°).... 
setze man 4( 47 — x) und } 202 +0) für & und gleichzeitig yq für 4, so 


erhält man nach Division mit ’q den Zähler und Nenner in (1.), und daher 


| 2Kıı 
/ FERN am —— 








st um ı ee) 
BE VEN VORNE SEO — ‘ or . — „2.7 
2. >K; tang (45 „am — 
| --sinam —— 
sin 4r—32)—gsinddr—zr)tg? sind —hr) — 
sin(4r 14327) —gsind3tan tin) tg? FFAPZURT Fe 


wo die Exponenten von g die dreieckigen Zahlen sind. Setzt man hierin 
7 — x für x, so erhält man 


’ ’ 2Kr sintr — qsin3.c+q° sin dc — q® sin3Xc +... 
3. dang (4151 coam — *) RE. 1 +7 Ku I | 
z ne cossrtge cosyr+.. 





=) Ich bemerke bei dieser Gelegenheit die Formel 
yvl’tangamiı = y(tang am «.tang (45° — 4coame)), 
welche etwas bequemer als die von Le ‚gendre für die Halbirung gegebne ist. 
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er 2Kır 2Kı 
Nach der 8. 31 gemachten Bemerkung gehen am „_ und 37 — coam ——- 


in einander über, wenn man —qg für q setzt. Die vorstehende Formel 
giebt daher sogleich auch folgende: 


>K 


ä 2 sind r + gqsin?rx — q3sin$®r — as sin!r +.... 
3 (ane l am en re Me 
. . un 





P 2 p € re ' m u 5 bj 
00830 — 10083 2 —gq? cos3r +g°cos4u0 +... 


wo im Zähler und Nenner immer zwei positive und zwei negative Zeichen 
mit einander abwechseln. Man erhält aus dieser Formel, wenn i— y—1, 


2Kr 
Ein) ®v I « a 
1-+-itangtam a re 
1 i . > Augen Keie ME e' am - -. 
} 2Kx 
1 :tangz am 
” zt 


1: 


. I, m 5; mn BEE 77. 9,» 
ee? — get — Per tge rg tert, 


P in __ q rt er q? er + q® ezie + q' 0 Po nz 


und hieraus 











2Kx 
IKx 1-1 item (am —-_,) 
i ( um nn x) 72 7 
P BEER — 
’ 2Kr 
I— :tang} [am re 


1— ge": Be q° ex q® cr x u q' 0 et x __ Dez 





oder 
P 2Kr 
2». fang, \am —[r 
2 7 
7— q?)sin22 —(g’—q'')sin4c4+(g!5°—q?'!)sin6.r-: 
1 (grq?)cos2w (ge rg! ?)costr — (> q?})cos6r-+.... ' 


Diese merkwürdige Formel ist zur Berechnung einzelner Werthe oder 


‚ . - 1 
von Tafeln vorzugsweise bequem. Da tang am IR — TE also 
- —— y L 
Bar 1— yh 
ang (amt A — 450) — —— 
(ang (am +9, [LyR’ 
so erhält man aus (4.), wenn man 2 —=47 setzt, 
6 1—yh I- tt —g’® 
. Ii+yk' -y(2(1-+h ) = PP’ +q?°+g°°—g°* - 


Seizt man 9==b*, so erhält der Bruch rechts die Form 
> +781+3)2 
SEI TEE 
Das Zeichen oder ist zu nehmen, je nachdem % gerade oder un- 
verade ist. 
Wenn der Modul der Einheit sehr nahe kommt, mufs man sich der 
Entwicklungen bedienen, welche statt der Kreisfunetionen Exponential- 
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sröfsen enthalten. Setzt man 2x für x und A’ für A, so verwandelt sich 


u... 2Kr 
ın 2langz am A. 


d 4. 





. 2 
lang, am 


und gleichzeitig 4 in g‘, wo g und g‘ durch die Gleichung 

log q.logg‘ u 
mit einander verbunden sind. Nennt man « das elliptische Integral ersteı 
Gattung und setzt 


vv — X — ee, am (u, k) D, 
so erhält man aus (4.) folgende Entwicklung von ebenfalls eigenthümliche: 
Form: 
{ | 2? —ıq”? 2" +gq'°2% nr a 


7. tang(45° —4D) = . 


z 1— q’ 27° — q’°? 321 FE u E PX 24 _ 


Wenn ® sich sehr der Gränze 47 und daher x der Gränze Er nähert. 

werden je zwei aufeinander folgende Terme in Zähler und Nenner nalıe 

gleich oder entgegengesetzt. Vereinigte man sie in ein Glied, so bleibt 
119 

g9==4, so dals die Formel (5.) noch selır rasch convergirt. Aber es wird 

dann schon 9° ungefähr jo, so dafs man für alle Amplituden mit de: 


Formel 


die Convergenz noch überaus grofs. Ist z.B. A—=1%, so wird ungefähı 





tang (41° —4D) - s nn 
ausreicht, um ® bis auf 001 genau zu haben. 
Ich will noch einen sehr convergirenden Ausdruck für die ganzen 
Integrale zweiter Gattung hinzufügen. Vergleicht man nämlich die beiden 
Formeln Fund. S. 110. 


2: EN ("., 2Kr ) ( 3 5 
\nA- ( - )/ sin’ am —_—- de = 4a | 1 | Hk „eie.| 


7 J (1-9)? (1-43)? (1-4?) 
ZEN: fe ., 24x / 7) q° q° 
ir B- % 5 )/ cos am — de — 4r I; Tarp (ras)i ete.|. 


0 


so sieht man, dafs A in —B, B in —A übergeht, wenn man —y füı 
y setzt. Differenziirt man ferner die Formel Fund. S. 103 (3.), nemlich 


2K | Bi. , Eu, DE | 

li Tr) Tr ee 
so erhält man 

2qgdK an 

2,-* 


Hieraus folgt nach S. 184 (6.) 


13% 
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d _/f2K 2K _ gef2K\® (Hr costpdgp 
HEIST) I ern 


S(g--4g'--9g4’-- 16g" etc.). 
Setzt man hierin —g für g, wodurch K in X K, B in — A übergeht, so 
erhält man 


sn l[2B > fd" sin®pdg | ‚ . 
yh’ch ( 2 / = : S(g—4g*--9g° — 169g etc.), 


„st A 


und daher, durch Addition und Subtraction, zur Bestimmung der ganzen 


Integrale zweiter Gattung die Formeln: 


»„f2K\? (%" (cos?g-+yk.sin?p)dg n: O1 ar.» i 
( h ( st \/ ıinAg - 16 (g | 3q im 299 ; 
2K\: /" (cos? p— yh’.sin?p)dop TRIEB“ 
v - i 6+ (q'- gq”—+9g” ete.). 
D / ( —.) / Ir + 4g 1” etc.) 


von denen besonders die zweite bemerkenswerth ist, indem sie zeigt, dafs 
der Werth des ganzen elliptischen Integrals zweiter Gatiung 


. \p 


Ö 


von der Ordnung der sechsten Potenz des Moduls und von 
644 


„{2K\: 
(7) 


nur in Gröfsen von der Ordnung der drefsigsten Potenz des Moduls ver- 
schieden ist, welche aufserdem noch durch überaus grofse Zahlen dividirt 
wird. Man sieht auch aus der vorstehenden Formel, dafs 

BA und B>yYk'.A. 
Um aus D den Werth von E’ zu finden, dient die Kormel 


y sy 3 v 1; D 
L-1-Yk)E!— yk(i+ykr)P-. 


ws 
7T 


Auch kann man die Formel 


at cos?opdı m DD 
— AL yYR / . _— ty) Fr 
J 7 ( ) 

TI 


bemerken. Da immer 
k? k? 
1 16 ° II Tor’ 


so ist in der Entwicklung von D der erste Term, welcher, extreme Fälle 


. . r re . h® . 
abgerechnet, allein einen Werth erhält, immer < Iooaja Man sieht. 








7. 0.6.J. Jacobi, zur Theorie der elliptischen Funetionen. 97 


wie genau für nicht allzugrofse Moduln die beiden Gröfsen 
(1-+-yA’)F’T und yk’(1- yk°)E! 


mit einander übereinkommen, indem die Differenz, nach den Potenzen von 


} * [3 h® 
u = r ® L - — > 1 
k’ entwickelt, mit dem Term 47. (gg beginnt. 
2. 


Man kann bei Berechnung der elliptischen Integrale mit Vortheil 
die Gaufsischen Tafeln anwenden, in welchen für einen unter der Columne 
A als Argument gegebenen logx, wo 2>1 der Werth von log(1- x) in 
der Columne EC sich befindet. Ich will hierüber in einige nähere Erörte- 
rungen eingehen. 

Es sollen im Folgenden die Werthe von A mit einem lateinischen 
Buchstaben und die entsprechenden von © — 14 —0.3010300 mit dem ent- 


sprechenden griechischen bezeichnet werden, so dafs man, wenn m —n 


und @ — loc 
- “ 
[2 
m N 


a — lor — 
2 2y(mn) 


oder & gleich dem Logarithmus des Verhältnisses des arithmetischen und 


geometrischen Mittels von m und n setzt. ist —a der Logarithmus des 
Complements eines gegebenen Moduls, so wird hiernach — « der Logarith- 


mus des Complements des kleineren Moduls, in welchen der gegebene 
durch die Landensche Substitution transformirt wird. Setzt man nun nach- 


einander 


id 


m 
a — log , d=a, "ma, a" —au 


1.8. W., 


indem man immer den gefundenen Werth von #” zum Argument 4 macht 
und den entsprechenden Werth von at) — C— 1 A4—0.3010300 aufsucht. 
bis man auf verschwindende Gröfsen kommt, so wird, nach der 8.97 an- 


gewandten Bezeichnung, 


m s m’ i m!’ Zu 
a — log — gg =ı= log ya ed log, ete. 
Man erhält ferner aus den Formeln 
nn — nn, a ee, 
die Gleichung 
m m’ mi? u nn“ 
ar u nn 


und daher, wenn durch u die Gränze bezeichnet wird, welcher die Grölsen 
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n®’ sehr schnell sich näbern, 


d 


logu = logn +4 [a+a’ ta” ....]. 
Der so für u erhaltene Werth giebt bekanntlich das ganze elliptische In- 
tegral ersier Gattung durch die Formel 

do 1 


2 / Ar 
+ yv(mmcos’y+nnsu?gp) E 
0 | 


dd 


Die Gröfsen nn’, n’ etc. selber findet man durch successive Addition von 


ia, ta’ eic. vermittelst der Formeln 


d 


logn’ = logn--4a, logn‘ —= logn’-4u’...., 


und hieraus 


5 dd 


log am‘ logn’- a, logm‘ logn"-—- a 
Gaufs hat in seiner Abhandlung „, Determinatio attractionis” auch eine sehr 
bequeme Anordnung für die Berechnung des ganzen elliptischen Integrals 


zweiter Gattunz mitgeetheilt. Berechnet man nämlich 


)4 Ah 
- | In IR Mt n r A 2 u Ar » —....-. 
4 m m‘’’ 
Dad gar ae Bgm mL... 


y . 


1) 
so findet man nach einer Kormel, welche im Wesentlichen mit der von 


Liegendre gegebenen übereinkommt, 


? 2 cos2gydg v 
Tı y(mmcos’p-+-nnsın?g) u 
OÖ i 
' 4) 437 43 45 414 at pe s 
Die Gröfsen .. - ete. oder .  ———, — etc. sind der 
m m’ m’ m 24. Ah 


verebene und die nach und nach transformirten Moduln. Nach Fund. 
S. 149 (4.) findet man die Gröfse g durch die Kormel 

logy 2logX-+a— 3a’ — Zu” — 2a‘ etc. 
Um das unbestimmte Integral erster Gattung zu finden, hat mau nach Fund. 
N. 97 die Gröfsen A’ aus den vorhergehenden A durch die Formel 


N = ‚(er te) 


m-+A 
zu berechnen, woraus folgt: 


/4 m | . A 

m’ | we .\ / + n 
ErIZN T 

2 / 1 

| \ + n 

an / wi a 

\ m’ / \ / n 

‚ n Pig ® sigy2 

| A ” | N 
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Setzt man daher 





\ sv & N 


m m 
—— u — b _— log = 4 : log “ L 2" 
u log n S- A n 5 rau 
a un U, b' u wer (u (3 — 11); ce’ - 1(a RR (3 | Y). 
"=a, Wrath), = ta), 


eic. eic., 
wo man immer, wenn man in den Gaufsischen Tafeln A— «”, 5b“ oder 
ce” nimmt, die Gröfsen «&, ß” oder y“ durch die Formel 

C— 1A —0.3010300 
erhält, so wird 





log —— = b", log ge 


Für das Integral 
® 





ff dp 
S vYlmmcos’p—+nnsin?gp) 
0 





findet man hiernach durch die Koormel 8. 98 


A’ A’ A’ oe 
log tanguD —= logtangd -- log — 


mm’ m” .... 








| M / 
— logtangP log —- — 5’ b"— b'— ete. 


. .. m A 
Man kann auch die ersten Grölsen — und —- auf analoge Art durch tang® 


finden. Sind nämlich 5’, ce’ positive Gröfsen, welche durch die Gleichungen 
2 


2 nn Pr ‚ 
+logtang’® —= b’, +log „; taug BD —«ı 
bestimmt werden, so wird 
m 


Mr A m a0 
log — == 5 = 4(@ +2’ —y ’s log ge = t=4ıa —p- Y)» 


wo @—=a. Die Gröfse „PD ist der in den Reihen - Eutwicklungen mit x 
bezeichnete Winkel. 
Aus der von Gaufs angewandten Substitution 


9 ı ‘ 
\ 2msını 
sind = 2 


(m+n) cos? + msn? ‘ 
findet man 
sin p’ 2sin p 


en Ze i (ane DD’ — 
m’ m-L-A ang? 


E taugd, 


m 


wo, wie im Vorhergehenden, 


—— v(mmcos’®--nnsin’d), N — v(an’‘ m’ cos’®‘ n'n'siın’d' . 


Hieraus folgt: 
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sın sın Y > sın p’’ sin‘ u . 
Io» lo 1 —/3, lor — — loe - Hay etc. . 
m ee B u > m’ ” P ' 
log cos d’ — logcos® --b’-- 46— 2, logcosd’— logcosd’--b"-- 1b’ —-P', etc. 


Man hat so durch die bereits berechneten Werthe von 5°, ß und durch 
oe sin®, lovrcos®d nacheinander durch blofse Addition die Werthe von 
loe sin®‘, loxcos®', log sind’, logcos®’ etc. Diese Gröfsen dienen dazu, 


die von Gaufs für das unbestimmte Integral zweiter Gattung gegebne 


Formel zu berechnen, welche man, mit einer kleinen Veränderung, so dar- 


S Il. | ad il 
/ cos?2ydgq & cos p sın p’ DA cos p’ sing’ 
2 lt 

/ yimmcoSs’" YAM sin“ q m’ Ak m’’ 


di 


44.3 c0sgp’ sing 
A he ete. 
Ak m 

bezeichnet man das vorstehende Integral mit P und, wie Legendre, 


mit #, E' die ganzen, mit FD), E(D) die unbestimmten elliptischen Inte- 


grale erster und zweiter Gattung, so dafs F(®) —P, so wird, für m = 1, 
E (D) 3 (D ! P) | Uk'k)$P—P), 
E' | 
F! + (1—v) (Ak) (14V), 
und dabei 


® E ') Tu E! F() ı 22 /P- vo 


F! 
mm—ını Pe sing’ , 244  cosp'sing’ 4A 4 cosp' sing" 
mm m’ a m’ 1, . ar tere. 
. h sın p’ , 
Zufoigee des oben für U vevrebenen Werthes wird 
Im 
/' cos sing‘ dg 5 sinpcospdg 
/ m’ Be . A(m-+A) 
und daheı 
'? C0S% Sing’ di 2m 
lUmm—nn / Ber ä E; lor 
5 u m’ A > m+AÄ 
Oo 
Setzt man daher. wie in den Fundam.. 
gr FTEQ)—E!FY) dp 
z rn | ()(%) 
e a 
O(o) 
ınd bemerkt die Kormeln 
2? f au pe 
mm —nN) — mm —nn, mm — nn) ——— — mm’ —n''n'', etc 
I, / P\ k Je 
dgq dep‘ do’ 
iM eic.. 


A AT At 
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so erhält man einen neuen zur Berechnung bequemen Ausdruck für die 
Function © (w): 


Olu) __ 2m ( 2m’ ) ( 2m’ ) ( Im ) 
()(o) er m A ® m’ E \ » m’ + 1% ° m L ZZ “ES 
2m . 
Da loe —— —= 4b—P, so giebt Jdiese Formel die folvende: 
ı los ER h ß, g e folgende 
loo O(w) dd — RB--W— 2P 195" — AP" 14 Sp" ete 
> (-)(() 2 m u 2 “ Hr OP elc., 


welcher man noch verschiedne andre Formen geben kann. 





3. 
: viımm—nn) | v(m’m'’—n'n‘) ,; 
Setzt man Äk ER ui ferner 
in m 
er A 2Kx 
K“ ı(1--k').ÄK, BD am (= k) 


so wird 
OK” r | 
(0% am (: un ). 
\ 7 


Zufolge der S. 92 gemachten Bemerkung verwandelt sich daher Ak, K, © 
k”, KU, ®‘/, wenn man g° für g setzt. Dies erhält eine Bestätigung 

durch die Formel 

mtangg’ 2 tang ’ 


q Y - x ‚ 
tangt RN 1 +% 


VI—k®* sin? gr’) " 

Wenn man nämlich aus den S. 88 für sind, cos®d, AD gegebnen 
tangg 
Ag 

ın demselben g° für q setzt, so erhält man sogleich den Ausdruck für 


Zerfälluugen in unendliche Producte den Werth von entnimmt und 


„(1--A)tang®. Umgekehrt kann man auf diese Art die vorstehende For- 
mel, durch welche ® aus ®’ bestimmt wird, unmittelbar aus jenen Factoren- 
zerfällungen von sin®, cos®, AD ableiten. 


Für m == 1 hat man die Formel 8. 101 (16.): 
97 


2kKWK tangg 2W RK coscoam 4qsin2x 4? sn 4. 
EEE .. " lang E- 1 j 2 eic. 
st \g zı cos am 1+q l+y 


Setzt man hierin g° für g, so verwandelt sich der Ausdruck links in 
2.k' >K tan op‘ DW K 
. u 7 ei 57 P- .- . . (ang D. 
1+%' st y( 1 — k* sin? (p‘) zt 
Man kann daher zu den in den Fundam. mitgetheilten Reihen noch die 
(folgende fügen: 


2WK an a 2Kr FE 4? sin? , +y* sındar 44° sın6.r u 
7 > ı © I+yq? +Y I+4° 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVT. Heft 2. 14 
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Ueberhaupt bietet die Betrachtung, durch welche diese Formel ab- 
geleitet ist, ein wichtiges Mittel dar, aus den gefundnen Resultaten mit 
Leichtigkeit neue abzuleiten. Man bemerke z. B., dafs, wenn man in dem für 


9) N r\ 
o| 


(u 7 


ET oben gefundnen Ausdruck Ak für k oder 4° für g setzi 


P hi’ h 
Y\ 
und ihn dann in’s Quadrat erhebt, dasselbe Resultat sich ergiebt, als wenn 


., m-+A TE i 
man den Ausdruck mit — multiplieirt. Da sich nach S. 52. X’ K da- 


= In 
durch, dafs man 4° für g setzt, in yA’.K verwandelt und nach 8. 165. 
.O(uw Yr’.O(u--K) 
m ® 


ist, so erhält man hieraus die Gleichung 
” ' //2K _/124 A , 
Okt k')u, k®) = Y(—-)0u - vi - -)o (u-+K). 


Die oben gegebne Gleichung 


sin gp’ 2sın p 
m’ m+ Ä 


kann man auch so darstellen: 


m I—k . m — A 
«(2 :D‘ Sen un?/M/ | 
A) sin? 7%, Sin D eu 


Aus der Formel 8.173 (1.) folgt aber, wenn man Ak” für k setzt, 


1—% H? (4 (1+K/) u IP 2) 
. D' ur | DM‘ ER E 
RT sin’ Er zu ©: (A1-+ Mr), k®) 
und daher 
1? (4 (1-1 k’)u,k) m— Ä En Ou—yh’.Olu +-ÄA) 
O:(ı(1tk)u,10) — mt+A  BOutyk.Ol(utK)’ 


WOräaus 


2H’ (a 1--K).u, K) Mes ")eu— Ye )eı u--K) 
folgt. Ersetzt man die Formel 


,k” sind‘ | et sind’ — - 


14+-— 
m 
durch die folgende: 
H(eı(i+K u, hi" ) Hu 
en En — nn , 
O(4(1+K)u, k®) Ou+yk.O(u+K) 


so erhält man 


?H (414%) u, K9).O(41--KY)u,k®) = Y(27) Hl): 
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eine Kormel, welche sich unmittelbar aus der Darstellung von ©u und 
Ha als unendliche Producte ergiebt. Die drei gefundnen Formeln geben 
die Gleichungen 

2[1— 2?’ cos?2-+ 2 g’cos+2 — 2g" cos62-....] 


29729 





+ 


27° + ....)(1—2g cos Ir - 2g* cos4w — 2’ cos6.r - 
1— 29 +2 — 3 + ....)(1--2gcos 2x --2g* cost +- 2g’cos6r 


S[yg-sine — yg'.sin3@ -- yy’.sind2—....] 
/ ‘) 4% 4 49, \/14__N " ‚m In dena 20 bh 
(L-- 24 +24 -- 2’ +...) (1— 29 cos2r + 2g’cos4r — 2 cosbxr 


...., 


4 


— (1— 29-23 — 24 + ....)(l- 2gcos2r- 2g" cos4x -- ?g'cos6x 


[1—2g°cos?r-- 2° cos4=— 24" cos6b2r-...)(yg- Sm —yg.sindr 4-Yg’.sindX...) 
N N TR 4 4 4 
(Yy-+-YgG--yVg” +... )(yg.sin 2 — yg.sn3 2 —=1g.SndE — ....). 

Dies sind die einfachsten Fälle sehr wichtiger und sehr allgemeiner For- 

meln für die Verwandlung der Potenzen und Producte der Functionen Ow 

und Ha in ein Aggregat lineärer Ausdrücke. 

Die Rechnungsvorschriften, welche auf der von Legendre haupt- 
sächlich untersuchten Landenschen Transformation beruhen, erfordern zur 
Auffindung der Werthe der unbestimmten Integrale erster Gattung den Ge- 
brauch trigonometrischer Tafeln. Man berechnet ®,, D, etc. durch die Formel 

log tang(®, — OD, logtang® —a, etc. 

Die Winkel 1®, ı®, etc. nähern sich sehr bald der Gränze 


"4 do 
1. & u uf P 1 . . ® 
| | y(mmcos’p-+nn sin?) 
0 


Um die unbestimmten Integrale zweiter Gattung zu finden, setze man 


Z F! E(y)—E!F(y) mm—ınn + cos?p dp 
E. : ER: un du BEE 
Mm F Im A 


0 


und bezeichne mit — die analogen Gröfsen, welche man erhält, wenn 
man an, 0", D; für m, n, ® setzt. Die Legendreschen Formeln geben dann 
Z, Z —4N sind, , 2, —= Z,—4NX'’sind,, etc. 
und daher 
Z — 4[X' sind, +X“sin®d, + X" sind, -- ete.]. 


Multiplieirt man diese Kormel mit 





de di dp. 
3 L a / - 1 he eic. 5 
A \, A, 
und bemerkt, dafs 
47’ sing, dy Ä sin2gpdg \ 
- Umm— nn). — ————— —ldleg—. 
\ a ’" mm cos’p+tnnsin?p . m 


145 
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so erhält man durch Integration 
4 


& hand ı 
| / WE m m’  ,/m!! 
e - Be Be e .o..]4 
(0) A | A, \, 
welches der in den Fundam. S. 151. durch Betrachtung der unendlichen 
Producte gefundne Ausdruck ist. Es steht aber dort aus Versehen der in- 
2Kxr 1 9Kv)a 


ri 


gu” 7 . % - .. 1 « 
verse Werth. Eben so müssen 8. 150. für — Aam _, ;-Aam —, 
V k’ st yk pP st 
P kr 
6) ) 
BAT ya die inversen Werthe gesetzt werden. Die Grö- 
(0) e 


sen A, A, ete. kann man durch die Formeln 
‚am mM \ ] ‚am \ dJ, 
cos{?D” — D,) en cos(2d, —D,) = — etc. 


berechnen. Diese geben den Ausdruck 


WEeT 1 1 1 


(it v(cos{2o— ( )) . ‚ y ‚ 
f ri), yv(cos(?y, —9,)) vl(cos(2?2y,—9%3;)) 


welcher blofs von den Amplituden abhängt. Will man die in den Fundam. 
mitgetheilte Berechnungsweise der Gröfsen A,, A, etc. anwenden, so ge- 
braucht man wieder mit Vortheil die Gau/sischen Tafeln. 


4. 
ich will die hauptsächlichsten der im Vorigen mitgetheilten Formeln 
lurch ein von Legendre ebenfalls behandeltes numerisches Beispiel erläutern, 


elehes sich auf einen schon ziemlich erofsen Modul %k — sin75° bezieht. 


Kis sei 
m * logn log sin 15° 9.4129962, 
D 7° 3° 30" 95, 


wo lang | =: Die benutzten Tafeln sind die auf 7 Stellen berech- 
} ) 


neten MHatthiessischen (Altona 1817). Bei den Inierpolationen ist noch im- 
ner die Ste Stelle mitgenommen worden, um den Fehler in der ?ten zu 
verringern. 
Seizi man « log — 0.9870038, ferner 
= OR 


log tang ®’ b° 0.0624693.6, 


— tang ®’ c° 5.885846 17.6 


1 


log 
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und sucht nach der in der Abhandlung angegebnen Regel aus den Matthiess:- 


schen 1 afeln die W erthe ex, Mn 0.001192 “3 3, 
) 


y° — 0.2870960 
so findet man nach und nach: 


m . Br =. » 
log = Be 1(a- B’—y”) : = 0,1505150. ß —= 0.0064882.3, 
\ ., | _ 
log a a — b 0.436#5880, y 0.0526732. 
e —= 0,0024352.2. bh‘ : V.0231251.1, ce‘ 0.069310L.1. 
ß' = 0.0001539.7, ny' 0.0013512.0, 
a’ = 0.0024545.8. b' — 0.0006136.7. ec“ 0.0015409.1. 
2° — 0.0000001.0, y’ = 0.01V00009.0, 
a''' 0.0000018.0. b’’ — 0.0000005 .0, ce’ — 0.0000013.0 


Hat man hier aus «a, b’, c' die Gröfsen «'‘, 2%, y’ gefunden, indem man nach 
Pr’ ss 
der BER n Regel 
bh’ oder e' En A und y ß', y neun a 4 A 0.300103000 


setzt, wo C aus A durch die Matth. Tafeln gegeben ist, so wird 


a, bi By), Mi —P'IY), 
. 7 + 1 “ 
und daher immer « b’--c'. Wenn daher log—, logtang® gegeben ıst, 
5, | „es 


so hat man zur Berechnung aller vorstehenden Gröfsen nur achtmal in die 
Tafeln zu gehen. Hiermit ist aber schon fast alles gegeben, was zur Be- 
rechnung der ganzen und unbestimmten Integrale erster und zweiter Gattung 


und der Gröfsen sn und log® erforderlich ist. Denn man hat zunächst 
’ | 1 1 ai 2 vlt ( EIOAR 
logu = log- gap :logn-+Au--ta’-- 4a 1a'" = 9.79394390. 


Um logg zu finden, braucht man noch den log. des vierten Theils des Moduls 


logA = log (mm —nn) = 9.3825837.7; 
dann wird 
logg — 2logA +4 — 3[1a 41a" 44a] = 9.2122768.7. 
Setzt man ferner ®= FD), so wird 
log tangu PD — log tang® - log; - —[b- 4.5 = 9.7614393.0. 


Der genaue Werth von 2 = wD ist 30% und man hat nach den Tafeln 
log taug 30° — 9.7614393.7. Man findet _ 


% Ei® lc 
log 50) JS [£ ie Fo] = 
16-4 04.200 1.400 _ -[ß +2‘ - BOT, AIR 9. 
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Um die Integrale zweiter Gattung zu erhalten, mufs man zuvor durch Ad- 
dition und Subtraction die Logarithmen der Gröfsen m‘, n‘, X’ bilden: 


loen 9,7064981., logm' — 9.7989333.2, log X‘ 8.9668342. 
loen‘ 9.7527197.1, logm'‘ 3.7991702.9,  logX“ 8.1784981. 
logn‘‘ ).7939430.0, logn‘’’ 9.7539448.0, log 1’ — 6.603095 . 
loen 9.7939459.0, logm'“ 9.7939439.0, lo&X'” = 3.452. 


Hier ıst 
loen'* logn' Ida, logm logn' a, logxt — 2logr'— logm'*'. 


Hiernach findet man 


DW DA, 
lo + 9,4689309, u 0.2943952.7, 
IF A 
4, rEL Ay 4 e 
loe - 5. 1932888 . ; ne 0.01560519.0. 
hl AU 
SWALPELZ aaa gar ya i 
loo 5.343453. re 0.0000220.5. 
AA hl, 
) 0.3100232.2. 


Der gefundene Werth von v, welcher das Aufschlagen dreier Zahlen er- 


forderte. giebt 


1/3" cos2g dyg E' mm—nn mm—nn 
’ _ 0 — _— \ 
7 “ ’ fi ‘ . 
A, \g pP? mm 2mm 


Zur Berechnung des unbestimmten Integrals zweiter Gattung geht man von 
den Werthen von logsin®, logcos® aus und findet dann durch succes- 


sives Addiren: 


Sim (f , ir ’ . yıyanya - - 
lox ).S645412.7 log cos® 9,8333065 .7 
111 
ıd — 0.0657692.5 b®’ 15 —B 0.0918943.9 
| sıny ( (122 u — aa deu 09S9 ( . 
108 .J393105.9 log cos 9.9292009 .6 
m u 
Ib 2 0.0114085.9 b"' 15’ —£ß' V.VOL?O222.H 
1] Siilt a HN wo " 
log 9,9447 191.4 lox cos®"’ — 9.9372232.2 
2 
1b’ — 0.0003067 .4 bb" 1b’ — PB’ 0.0003072.4 
sınd[ “ö „ za ;_ 
log 9.9450255.8 log cos®‘’ 9,9375304.6 
: nm 
ı dh > 
sın ( " . 
lo& nu I.9490R70601.2 


m 
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cos sın p° ei '; cosp sın p‘ ug 
log — 7 — 9,7666171.? FF — 0,5842747.0 
m m 
242’ cos’ sinp” | 244. c0sp' sing” 
lo& — .——— 2 9,3385 10.0 a en re V.2181981,.5 
”- hä m‘’ AA m“ .2151951.9 
44'212" cos’ sın @’’’ an un de 47 7" cosop"sin‘ a 
log us v u rn cn _— 9.04 353 3 5.5 F = f . 0.01 l = ’ _ ) 
Ab m rw m’ 
Sar 2" cosp’' sing" x BAU cos sin" 
log — —— . — 5.22599 ee 0.0000168.3 
> dl m‘ Ab m'‘ ß 
log v — 9,4913942 .9 0.8145894.3 
v. RE NR 
logv® = log : 30’ — 9.4564490.9 v$D — 0.2860547 .2 
L 
I cos?op de ei Br 
/ | E72 20, 5303381,4 
. \p 


0 


Man hat zur Berechnung des vorstehenden Integrals zwar nur fünf Zah- 


len aufzuschlagen, aber sehr viele Additionen zu machen. Es wird daher 

. cos sın p’ a 

eben so vortheilhaft die Gröfse en - ete. auch durch die Kormel 
m 

cospsinp‘ , 244 cosp‘ sing” 

—— ne etc. 

m Ab m’ 


l 20) - E' F(o)| n 1 qsin2r— 2gq* sin 42 —+35qg’sind.x ete. 
AN r" \ )k > u a 


812 2ihu’ 1—2gcos2r+2g*cos4r —2g’cos6.r etc. 
berechnet werden können. Da hier z& = 30% und logg — 9.2122768.7 


' ' u. 2 
ist. so findet man, wenn man den Bruch mit N bezeichnet. 
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log. 

y.11748 
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9.123677 
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log. 
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8. 


Sur l’elımination des noeuds dans le probleme des 
troıs corpS. 
(Par Mr. ©. G. J. Jacobi, prof. des math. ä luniversit@ de Königsberg.) 


(Extrait du compte rendu des seances de l’acad@mie des sciences de Paris, sdance du lundi 8, Aolıt 1842.) 


nn — - - 


Lies illustres geometres du siecle passe, en traitant le probleme des trois 
corps, ont cherche le mouvement de deux d’entre eux autour du troisi&me 
ou autour du centre de gravit@ de tous les trois. Mais, en reduisant de 
cette maniere le probleme de trois corps qui s’attirent mutuellement a un 
probleme de deux corps qui se meuvent autour d’un point fixe, on fait perdre 
aux equations differentielles du probleme cette forme precieuse dont elles 
jouissent dans leur etat primitif, savoir, que les secondes differentielles des 
coordonnees soient egalees aux derivees d'une m@me fonetion. C'est par 
cette raison que les principes de la conservation des forces vives et des 
aires cessent d’avoir lieu par rapport aux deux corps. On pourra cepen- 
dant eviter cet inconvenient en agissant de la maniere suivante: 
Supposons, pour plus de generalite, que le syst&me se compose de 
n corps, du soleil et de a—1 planetes. Comme il est permis de supposer 
que son centre de gravile reste en repos, on aura une &quation lineaire 
entre chacun des trois systemes de coordonnees du meme nom. Done les 
n coordonnees paralleles a un meme axe pourront etre exprimees lineaire- 
ment par 2a— 1 autres quantites, en elablissant a— 1 equations de condition 
entre les n(n— 1) constantes qui entrent dans ces n expressions lineaires. 
Comme on peut disposer encore d’un nombre (ra— 1)’ de constantes, on 
les determinera de maniere que, dans lrexpression de la force vive du sy- 
steme, sevanouissent les 3(a— 1) (n—2) produits des differentielles pre- 
mieres des nouvelles variables. En se servant de formules parfaitement 
semblables pour chaque systeme de coordonnees du m@me nom, et en consi- 


derant les nouvelles variables comme les coordonnees de a—1 autres corps, 
on aura reduit de cetie maniere la force vive du systeme des n corps 
proposes ü celle d’un systeme de n—1 corps, des masses convenables 
etant altribuees a ces derniers. Il y aura meme dans les formules de re- 
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duetion un nombre 4n(n—1) de constantes arbitraires et dont on pourra 
profiter de differentes manieres. 

D’iapres ce quon vient de dire, le principe de la conservation des 
forces vives donnera une &quation dans laquelle la somme des forces vives 
des n — 1 corps fietifs sera egalee a une fonction de leurs coordonnees. 
En se servant des regles generales de Zagrange, on en deduira, par de 
simples differentiations partielles, les &equations differentielles du probleme 
reduit, et Fon reconnaitra aisement que la conservation des aires a lieu 
dans le mouvement des 2—1 corps par lesquels on a remplace le systeme 
propose. Ces n— 1 corps ne secarltent d’ailleurs de a— 1 planetes que 
de petites quantites de llordre des forces perturbatrices, de maniere que la 
premiere approximation peut @tre Ja m&eme pour les uns et pour les autres. 
l,e changement que, dans cette analyse, doit subir lexpression de la force 
perturbatrice naugmente pas la diffieulte de son developpement. 

En appliquant la methode que je viens d’exposer au probleme des 
trois corps, on reduit celui-ci a un probleme du mouvement de deux corps 
qui jouit de proprietes remarquables. En eflet, les trois equations fournies 
par la conservation des aires font voir: 

1°. Que lintersection commune des plans des orbites des deux corps 
teste constamment dans un plan fixe: c'est le plan invariable du systeme; 

2°. Que les inelinaisons des plans des deux orbites a ce plan fixe 
et les parametres de ces orbites regardes comme des ellipses variables, 
sont quatre elements, dont deux quelconques determinent rigoureusement 
les deux autres. 

Choisissons pour variables du probleme les inelinaisons des deux 
orbites au plan invariable, les deux rayons vecteurs, les angles quils for- 
ment avec lintersecetion commune des plans des deux orbites, enfin Tangle 
que forme cette intersection situece, comme on a vu, dans le plan invariable, 
avec une droite fixe de ce plan. On trouverä que ce dernier angle dispa- 
rait entierement du systeme des equations differentielles et se delermine 
apres leur integralion par une quadrature. Donc, dans cette nouvelle 
forme des equations diflerentielles n’entre aucune trace des noeuds. Les 
six equations differentielles du second ordre, qui expriment le mouvement 
relatif des trois corps, sy trouvent reduites a cing equations du premier 
ordre et une seule du second. Par suite, Von a fait cing integrations. Les 


integrales connues n etant quau nombre de quatre, on pourra done dire 
> 
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que lon a fait une integration de plus dans le systeme du monde. Je dis 
dans le systeme du monde, puisque la m&me methode s’applique A un nombre 


quelconque de corps. 
ANALYSE. 


1. Soient m la masse du Soleil, »», et m, celles des deux planetes; 
soient 5, %, S5 Sıs d%ıy Sı5 $2s Us & les coordonndes rectangulaires des trois 
corps m, m,, ?n,, rapporiees a leur centre de gravite. Comme on a les 


{rois equations 
'mis+- ms +m& — 0, 
1. OMU-- MV, +-M,v, —= 0, 
ıl sera permis de faire 
|° — 0 7+Pr, ! ey-+PYı A 2.2+P2, 
s - ) 2 “\ > n a. n 
2. \ - 0,7%- [71 Ts U, — Gy u PıYıs wi - 0,2% IETE 
%Y+PyY» 56 3 +2; 


sı 
I: ET, %= 


ies six constantes o, P, etc., devant salisfaire aux deux conditions 
(0), 


\ma--m,0,—- md, = 
AImß+m P,--m,ß, = 0. 
Supposons de plus que, par les substitutions (2.), la somme des forces 


vives du systeme 27T se change en cette expression 





„Bl 
| 





on aura les {rois equations 
[u = maa--m,0,0, 


m, Pıfıt+ m PrPr: 


IM, Cl, , 


5. er m P- 
0 = maß-+- m 0, + m, P;. 


Jobserve qu’en vertu des formules (3.) on peut faire 
0,/) a, z e.M,. a C/ 


Des formules (5.) et (6.) on tire aussi 


nn 


6. 4 — m Pı _ e.m, Es. r 


: elant un facteur indetermine. 


celle-ei: 


1. um, = mm m,(m-- m, -- m,)Ee. 
Si Ion fait 
8. #2. --yy-ss=e rn, SB tYıY 8 = rn: 
| ) ca --yyı+z2, = rr,cosU, 
16 
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on aura 


RC] EN? | / 12 1.7 2 9 
vo = (+ mn) (5) 
ur ) ) 4 2 
Yrr-+-Iydrr,cosU-d?r,r, 
rw .\n ‚2 ) '. “on 
( 99 (a5) Tr —vV) (5) 
Kö —y’rr--Iydırr,cosU-ö?r,r 
=Yy, </ı !, Fr,COSU 70, Tr, 
“a Ka 3 wm_L/F__P% 
020; =($—5ı) Tue, 6 >1) 


—=yiırr--Iydırr,cosU--Ör,r,, 


ı 


ou Fon a mis, pour plus de simplicite, 


10. ya, Ö, - Pr —P, 


ce qui donne 
5, y- Yırfy = 0, 0 - d,- d, =. 
Sı l'on met 


U zn mm, &: MM; #6 m, Mm. " S m ıM; 
Pr 9 “ 0 
le principe des forces vives fournit lequation 
m, m, 
12. ur u et h, 


O0 
/h etant une constante arbitraire. Or, si dans cette equalion l’on substitue 
les valeurs des quantites 7, @, @,, @, tirees des formules (4.) et (9.), ou 
aura tout de suite, par les regles generales donnees par Lagrange dans 
sa Mecanique analytique, 








ur _ _zmmMmroatie) _ AU 
dt? ! u 0°  ” 
d?y < mm, y(yy-+0dy,) dU 
f En — 2, FE Ri | =—— 
di? 0° dy 
u 2. — —g MmrlzrIa) „du 
13 | dt? 0° dx ? 
1 d’z, gm, m,ö(lye+dx,) _ MU 
de 03 dx,’ 
„Pr — _s Mm dayHIy,) __ AU 
gg 0° dy, 
d’z, < m, m,d(yz+6dz,) AU 
Il ——n _— . a En Te . 
2.00 03 dz, 


On tire de ces formules les suivanltes: 








Ö. 


2» 


Kir 


wm | 


dx 


u (2 


14. 


d:y 
dt: 


u (x 





dz 
dt 


dx 
[2.24 


u(y 
\ 


R 


\ ) 


di 





les formules 


dt 


HT 
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ch 
m Tr) u 


) f 
) dt: 


m (vY; — 

Ces equations donnent les trois integrales 

dy\ | r 

4) Tai 

“ d >) | ( 
Bun hi 
4 JE 


Yale 


©, €, €,, elant des constantes arbitraires. 
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da2, u Ar, 
Er ler 
m, m,yoö 
zy)zMım7d, 
0 
Mr ar, a 
Ka\8ı dt? zn M dt? 
n,m,Yyo6 
0’ 
d’y, en 
— u,\7, dt? Yı dt: 
m, m,yö 
yY X) = x ar \ 
dz dy 
dt dt 
M da, un = ’ 
ıdı a 7 Zu di 
dy, Bei /z 


dt Yı di ) re 


Je remarque a cette oceasion 


« 


.„d@z d’y or u mm,YyY 
. vr a) = tra en et 
; ( ( d’ 2, Trı) .. rw \y mm, ÖÖ 
fu\y Gr 1° 7er" 
d’ou Von tire 
dz _dy, dz, « 7.) 
„De alyızr Sr che u. A 
17. ik { "Tragen 
„m, m, (u, YY— wÖÖ) 
= (ya yet 





g 


On a deux autres sysiemes de formules semblables a celui des formules 


(16.) et (17.), et qui se rapportent aux coordonnees 


ordonnces x et y. 


en 
7 


et x et aux co- 


Diapres une propriete connue des fonctions homogenes, il suit des 


formules (13.) 


«( 


18. 


T 


a Ki EEE. 5 =; 

dt? de |" Am ie 

d’x, , .. dy diz, Tg ! 
4 (2 an rı aa 7% 


16% 
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m 
wu 


Done, en faisant usage des formules (4.) et (12.), on obtient la suivante: 
d’(urr+u,r,r,) 


dt: — 2? (U wo 2? h). 


19. 


l,es six @quations (13.) pourront servir a determiner les six quanlites w, 
„, ete., en fonction du temps. Mais on pourra aussi choisir pour cet eflet 
six autres equations independantes entre elles et qui se deduisent des 
equations (13.) par des combinaisous differentes, par exemple, les quatre 
equations (12.) et (15.), une des @quations (14.) et lequation (19.). En 
effet, on reviendra sans peine de ces dernieres aux &quations (13.). 

On determinera «, P, ete., par les quantites y, d, etc., au moyen 


des formules 


M « NY — my, MP — md. — md), 
20. Me, ny—ınyı MPpı= md --mo,, 
!IMc«,— m yv—my MPR.= md, —mS, 


ou M=- m m, -m;,. es formules etant substituees dans (9.), on aura 
Mu MmyYYH-mmY Yı-- mm Yayas 
21. Mu, nm, 0 dm dd -- mm, dd, 


O--m;my, 0, + mm,y.0d,, 


0 an, m; ’ 


7 
formules analogues aux equations (5.) 


2. Je veux discuter a present la grandeur des differentes con- 
stantes qui entrent dans les formules precedentes. Ges constantes n’etant 
pas entierement determinees, il sagira de faire telles suppositions sur leur 
grandeur respective qui pourront subsister avec les @quations de condition 
elablies entre ces constantes et qui permeitront en meme temps de faire 
usage des methodes d’approximation connues. 

Lies equations de condition que lon a etablies entre les constantes 


&, >. ele,, sont les suivantes: 


| Inc: NM, CC + Mm: —=V, 
1. md-- md + m —=(0, 
maßn-- ma m: 0, 


celles que Fon a entre les six constantes y, d, etc., seront 


(7 wart = 
0-0, (0, 0) 


9 


mm, 0 -- mmy ld, mm y.0d, = 0. 


Les masses des planetes etant {res -petites par rapport au Soleil, les frac- 
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m, m, 


tions , , seront des quantit@s tres-petites du premier ordre. Uela 


pose, les equations (1.) font voir quiil est permis de supposer «, et , {res- 
proches de Funite, pendant que les constantes «, «,, 3, ?, seront des quan- 
tites du premier ordre. En eflet, si l’on fait 


q .. “ 3 m,N 
. , = ’ Pı a 
m m 


on tirera des @quations (1.) les formules approchees, 


m ” 
= — — 0 =1 Hn-+L 0. 
m , nu. 
4. 
e m, . 
Pre Ari 


dou Fon tire les valeurs approchees correspondantes des quantites z, d, ete., 


Mm, 
yal, di Blue 3 EEE > Zn Free i, 
eo). 
Mm, 
) | L; or n. d, —— 2 
y m 


Enfin les quantites « et u, S’ecarteront peu des masses m, et »m,. Tous 
les ecarts de ces valeurs approchees avec les veritables valeurs pourront 
etre supposes de l’ordre des forces perturbatrices. 

Il suit des considerations precedentes, que les quantites ©, y, x ne 
s’ecarteront de 5, v,, 5, et que les quantites 2,, Yı, 3, ne s’ecarteront de 
&, dr, &, que de quantites de lordre des forces perturbatrices. Done, si 
on imagine deux corps dont les coordonnees respeclives sont ©, Yy, 2, el 
2ıs Yı, 3, leur mouvement autour du centre de gravite du systeme des 
(rois corps pourra, en premiere approximalion, eire regarde comme ellip- 
tique. La meme chose aura lieu si le mouvement est rapporte & tout autre 
point qui ne s’ecarte de ce centre que de quantites de llordre des forces 
perturbatrices. En negligeant ces quantites, on deduit des formules (3.) 
et (13.) du n’ 4. les equations differentielles qui servent a la premiere ap- 
proximation, et que lon integrera par les formules elliptiques connues, 





Bxz mm % der, Mm, 8, 

ae „zur? dt? dm PM’ 
6. | d’y.-i- sum, % dy, __ mm, Yı 

| 7 RT er di um, 
dz mm 2 wi _ mm, 2 

di ya'r!? > een Wan” 2, 

m m? Yr a vr 
ot les faeteurs — —-, „—— ne s’ecartent de lunite que de quantites du 


m m; 








122 o. 0.6. J. Jacobi, du probleme des Trois corps. 


premier ordre par rapport aux forces pertubatrices. Si lune des deux pla- 
netes, par exemple la seconde, est beaucoup plus eloignee du Soleil que 
lautre, il conviendra de substituer aux {rois dernieres de ces equations 
celles- ci: 


d? ji m, ” M;, ) x, 
IE ae Par 5 0 

2 d? u 62 My [> ni Mm, ) Yı 
cn u A 

2 __Mm e- ”,) 2, 
I u, \, 9,/m? 


Dans les approximations successives l'on pourra laisser indeterminees les 
quantites u, u,, y, 0, etc.; seulement il sera bon de fixer la valeur de la 


‘ 
\ 
er ey . 
quantite —. Mi Fon fait exactemet y=,—,—1, dA —- = —1, 
, ! 
on aura - 
5. Si S2 u 75 TEE Yı> Gi —[: = 3 — 23; 


Dans ce cas, on peut envisager les quantites z, y, 2 et &,, Yı, Zı comme 
les eoordonnees des deux planetes elles-memes, mais rapportees A un autre 
point que le centre de gravite du systeme. En eflet, on pourra faire, en 


meme lemps, 


9 Kerr, vm=-yrb Le rHte, 
Sende, veytb bezte, 
a, b, e etant determinees par les equations 
& ER nr a 
10. u Eh dbemy+ßyn Cm mr Ar. 
Or des Equalions 
5 = GT +- MI, Hm meh, 
on tire 
% En ü 
ÜX,Sj [?ı 85 -—- 0 -D)oC— (,- Da. u PER 


et comme on a 4, +, = m,--f,, on aura aussi 





7) 2, th, Sı 
a,+Ppı 
On trouve de la meme maniere 
2 7 . 
SWS... 1. 16 5. SW ee — Asıtfık 
a,rPı a,+Pß, 


Si Von retranche des coordonnees a, 5, et &, la mäme quanlite 


ı 


% u ! 
mitm, $, tm,£, 
M Bibi, 


M etant la somme des masses, on {rouvera, apres quelques reductions, la 
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valeur suivante de «, et de la m@me maniere les valeurs ei-jointes de db etde e, 
$HriSsı md, 





147, —0, ’ 

11. b- v+7,9,—0,d, 
1+7,—09, 

ee — 3 Yısı 9,6, i 
147, — 0), 


Les constantes 7, et Ö, qui entrent dans ces formules pourront @tre des 
quantites quelconques remplissant l’equation de condition 


m ‘ m M \ 
m - m : 


il sera done, entre aufres, permis de mettre 


| 





u RARISERL. IBEETR TTRC HN Mm, 
13. Ö, —— Ö, Ar g” s ou de Ö, d, = . 
fu . 
En supposant toujours 
94 mer — d et E; 
on aura encore 
‚Mae = —[mı+m)y+m];, MP = (m --m,)d,—m,, 
Ma my -+-m--m,, MP = — [md,- m], 
Ma,—= my —m,, IP. = md,--m--m,, 
14. 7? er "Aha (1 4Y,); Ö, =. I- + 
14y, —6. m, (my, —m,) , 
uv—mmy an (HN), 
| ’/ı mö,-+m, MÖ, \ " 
‚’1+7,—06, m, (mö,+m,) | Ä 
HK — mm, ds 5 he — —_ et 2 (1 rYı d,)» 
my, —m, My, | 


Les formules (11.) 


sont independantes de lorigine des coordonnees; elles 





font voir que le point autour duquel on suppose les deux planctes decrire 
des orbites elliptiques variables est le centre de gravite des {rois corps, Si 
on donne respectivement au Soleil, a la premiere et a la deuxieme plancte, 
les masses 1, y,, —d;. Si lon fait d,—0, ce point deviendra le centre 
de gravite du Soleil et de la premiere planete, en leur attribuant leurs 
masses efleclives zn et m,. On aura dans ce cas 


m; 


a — — a ed, 
m ’ 1 9 2 
Dr 2 I 7 zn 
M?."t Mm’ '? M 
15. y BArT y — Fe; vw. (1 oh er), 
’ ‘ m e m 
N) = — 1, d, ass L. d, .—— 0, 
m m+m, 
u = m (14) uvm —— 
| ’ m?’ . °_M 
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On voit done quil faudra attribuer aux planetes des masses un peu diffe- 


m, -. m M 
rentes dont la raison n'est plus —-, mais —ı. —, 
M, m, m 


3. Ayant etabli entre les quantites ©, y, etc., les equations (6.) du 
1° 2., les corps dont les coordonnees sont 2, y, & et &,, Yı, 3, decriront 
autour de Forigine des coordonndces comme foyer des orbites elliptiques. 
Nommons, par rapport au premier de ces corps, 

2a le grand axe de son orbite, 

2p le parameitre, 

? Vinelinaison du plan de l'orbite a un plan fixe, 

2 la longitude du noeud ascendant du plan de l'orbite sur le plan fixe. 
et notons d’un trait les m&emes quantites rapporiees au deuxieme corps; cela 
pose, on aura par les formules connues pour le mouvemeut elliptique d’une 
planete autour du Soleil, 








| Iy ! ‘ 
TE: — kyp.cose, 
dt di 
dz dy EEE 
. _—: :Yp.sin2sın (2. 
) dt dt h — 
dx dz > ( 
x - un A = —kK .S ?Cc sl. 
ra hr 7 kyp.sin? cos 
“ l da 
0) z “ EZ .: 
zT, 2 Yı —  MAipıcdei, 
dz dy i EEE 
yı 2 u % er —  kypı.sint, sind}, 
dr, dz, aus 9 
Dr n I — —k „Si 08..2.. 
974 87 k,yp,-Sin2, cos42, 
ou lon a 
1 mm l mm, 
m, k k wa e ERTEILT > -, k, k, nn =; eu , 
Ya u i Mi, 


et oü pour le plan des x et y est pris le plan fixe, et pour laxe des x 
la droite fixe de laquelle les noeuds ascendants sont comptes. 

Pour le veritable mouvement donne par les equations (13.) du nm’ 1.. 
on laisse subsister la forme des expressions elliptiques, en en faisant varier 
les elements. Dans cette supposition, Ton a entre les six elements troubles 
pP is 2, Pıs d, 42, trois equations au moyen desquelles on exprime tm- 
mediatement les trois quanltites yp,.cos?,, yp,.sin2, sinf2,, yp,. sin? cos£}.. 
par les trois autres yp.cosi, yp.sinzsinS2, yp.sinzcos(2 En eflet, en 
substituant les formules (1.) dans les formules (15.) du n°1., lon trouve 
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entre ces quantites les simples relations suivantes: 


| «A yp.cosi-; u,k, Yp,.cosi, — 6, 
3. uk yp.sinz sin (2-- u, k, yp,-Sin?, sind, = e, 
uk yp.sin?cos2-- u, k, yp,.sin2, cos, (2 — 6, 


C, €,, ©, etant des constantes arbitraires. 

On sait que lon peut disposer de la direction des axes des coor- 
donnees de maniere & faire evanouir deux des {rois econstantes €, C,, ©: 
Supposons donc 

U De ı ae m u 5 
le plan des = et y sera celui auquel Laplace a donne le nom de plan 
‚nvariable. En faisaut e—= ec, —0, les Equations (3.) se chaugent dans 
les suivantes, 


uk yp.cos?- u,k,yp,-Cos2, Cu 
4. ukyp.sinö- u,%k,yp,. sin?, 0, 
Ba EB 


Les deux premieres de ces formules font voir que les inclinaisons 
des plans des deux orbites au plan invariable sont parfaitement deterimi- 
nees par les deux paramelres, et vice versa. Nommant I 2,—e lineli- 
naison mutuelle des deux plans, on determinera / par la formule 

. 4uu, kk,ypp,.sind® — [ukyp- wÄyp) —6, 
et ensuite on aura ? et 2, eux-memes par les formules 
6. C, Sin ?, ukyp.sinl, 
c, sin? — 1, k, yp,.sind. 

Il suit de ces formules que le plan invarıiable passera constamment 
entre les plans des deux orbites. On voit par la troisieme des formules 
(4.), que Üintersection commune des plans des deux orbites se meut dans 
le plan invariable. Je remarque que Ja position du plan d’une orbite, est 
independante de la forme que l’on suppose & cet orbite, et quelle est en- 
tierement determinee des que Je centre du mouvement ou Forigine des co- 
ordonnees est fixe. En eflet, ce plau est celui qui passe, dans chaque mo- 
ment du temps, par l’origine des coordonnees et par deux positions con- 
seculives de la planete. 


4. L/intersection commune des plans des deux orbites tournant au- 


tour du centre des coordonnees dans un plan fixe dans lespace, et que lon 


prendra pour celui des z et y, il parait naturel de prendre pour variables, 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 2. 17 
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Les deux rayons vecteues «iu. wimiiilıe ir, Re ur 


l,aeurs distances au noeud ascendant commun des plan des 


GUN - ia ae. ara a hie hi u 


Les inclinaisons des ces plans au plan invariable . . . 2 et 2. 





1,a longitude du noeud ascendant commun des deux plans 
ou sa distance a laxe des & 


Par les formules connues de la trigonometrie spherique, on aura 


x r (cos ‘2 cosuv — sin (2 cos? sinv), 
yv — r(sin2cosv -|- cos(2cos?sinv), 
x — rsin?sinv, 
| x, — r,(cos2cosv, — sin.(2cos2,sinv,), 
Yı r, (sin£2 cosv, -- C0s.(2 c0s2, sin v,), 
%, — r,sin2, sinv,. 


Nommons Jv langle de deux rayons vecteurs consecutifs de la premiere 
planete fietive; comme dans le plan de l’orbite d’une planete se trouve aussi sa 
position conseeutive, on tirera des formules (1.) les deux syst&mes de formules 


BN ;5 / “ . ® \ \ \ 
d (cos (2 sinv -- sin.(2c0s? cosv) dv — Adv, 
z 
> / ) 4,2 ° = \ \ \ 
e. d — (sin. 2 sinv — 608.2 cos? cosv)dv — Bdv, 
m | 
d— = sin2cosv dv — Cdv; 
I 


zu — — Adv+ 4di— 2, 


3. 1d%L — BavtBdi-7dQ 


j 3 
4 Cdv--ÜUdi, 


en faisant 


y sin (2 sin2 sin v, 
4. B' — —cos2sin?sinv, 
C —= _cosisinv. 


Il suit des formules (2.) et (3.), 


g 


| 0 — Aldv— dv)+ Adi —- AQ, 


> 7 


0 —= B(dv— dv) + B'di-+ = d., 
0 —= Oldv— dv) -+Cdi. 
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On tire des formules (1.), (2.) et (4.) 


c08(2.4 --sin2.B — —sinv. 
6. cos 2. 4'--sin@.B' — 0, 
— c0sL2.y --sin2.2 = —r cosisinv. 


On aura donc, d’apres les formules (5.). 


1 
1) 


\Pu—dı — e0s2d? — langv. 


. i tangıs ' 
AR — tangv.——. 
Y sın ? 
l,a formule 
dv — dv — eosidl? 


peut &ire deduite aisement de la consideration d’un triangle spherique forme 


par les cötes 
d2, v-+0dv, v--dv. 


Soient 
cos(2 — ncosp, sin 2 — n’cosp‘, 
r cos? sin(2 — nsinp, cos? sin. n' sin p‘, 
on aura 
2 = r.NCos(v--p), y= r.n’cos(v—p'), 
9. X ch Heut y ” ‚ 
d. = —neinlv- p)dv, d.=- — —nsin(w—p‘)dv. 


Il sensuit de ces formules, 


y x . I i 
vd.“ —yh- — rnn'sin(p--p)dv, 
nah r sind.n’cosp‘.dv, 
s = 

L PC . 0. 
z2d.— —ıd. = — r SIN?.NCOSP. dv, 

gr" ” 


ou, en substituant les formules ($.), 


zdy—ydı — rrcosi.dv, 
10. ydz—zdy — rrsinl}sine.dv, 
zdxe — adz — —rrcos(2sin:?.dv. 


Ajoutant les carres de ces equations, on a, d’apres des formules connues. 


n 
- 


rr(da°--dy’--d?°— dr?) — rtv", 


11. dedx- dydy-- dzedz — drdr--rrövdv. 


Pour avoir des formules semblables par rapport a Ja deuxieme des planetes 


fictives, on n’a qua ajouter un trait a chaque letire dans les formules (2.), 
17 * 
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(10.) et (11.), pourvu qu’on nomme dv, langle que forment ses deux rayons 
vecteurs consecutifs. Done, puisqu’on a (2, = 2, il viendra, d’apres la 
seconde des formules (7.), 


12. tangv. Ze tangv,. 


sind sind 
Mettant e= ec, 0 dans les formules (15.), n° 1, et substituant les formules 
(10.), ainsi que leurs semblables relatives a la deuxieme planete, on a 
L lurr cos2.dv-- u,rır, c0s2,.0v, — dt, 
13. lurrsinz.dv-- ur,r, sind,.dv, — O0. 


De ces formules on tire les valeurs suivantes de dv et de dv,, 


[ 





di ce,sind 
\ dv = dv -tangv —— — — 2 — dt, 
14 | tang? urrsind 
j h di ce, sin: 
! dv, — dv, + tangv, —- = — —2— — dt 


e . . ı > 
tang?’, u,r,r, sind 


ou, comme ci-dessus, on a fait Z-=24,—2. Substituant la premiere de ces 
formules dans la premiere des formules (10.), il vient 











” dy dx C,sin?, Cost 
15.  — —yY = 
dt “dt usin I 
l,a differentielle de cette quantite sera egale a 
ec, Sin? cos:? ] sin ] C,  Sini?cosi? 2.0 
. . an 7 Are rue: ee er . ( r ie s 
1 sin ]? sin?, cos? u sin J? u 


on aura done 
d? I d’?.r Ce 


i A SER de, 
2 sind, 0082, 7, —Sin?cosi 7). 


16. BT NT usnd? dt 


On tire encore des formules (11.) et (14.) la suivante 


. . Ce sin?, cost sin’ cos’ 
17. cos2, dv — cos2dv, 3 ( en x 


an | ‘) at. 
sind urr EyF PR 


l’expression de la force vive du systeme est fournie par la formule (4.), 
n’ 1., et par les formules (11.) ei (14.) donnees ci-dessus, 


27T u Ir» wo EN Lg, Irır, 3 | )] 


| e $ e sin’? Ei «g] 
— 2 —) +-ul-) +wl\—). 
sin [? \urr ee RB NR 


l,es formules (12.) et (19.), n’ 1., donnent 
|? y 2U—?h, 


19. in der PERR x rub 
ıur di: | 4 ” ZN | «(57 Mı (7) —— U —?h, 


18. 
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d’ou vient 


d’r dr\?Tı Pe; ea 
Ir __ (22) I+ | u B: 
«[? an Aa) ur ge ers Hl. 
22 ee Sind? —]|+2 0) 
sin 1? urr ! j 


Remarquons encore la formule qui derive des "ld (3 


20. 


21. zyı—-y2 = rr, (cos, Sinv, COSv — Cosi sinv COSV,). 
Des formules (12.) et (16.) on tire 


_dey we c,sint, di 
TER —— TEE == u pe r- das u (cos? ®, sin U, COSV — COS 2sınv COosv,) Tr 
22. 


sind (ayı ya) di 
"wcosvsinv, sinl!rr, dt" 





\ 


Substituant cette formule dans la derniere des formules (14.), n® 1., il vient 








23 C,sini, ‚di en ee Y29, ; mm,Yıdı | W079) 
, cosvsinv, a rg "dt 03 | o? | 03 j 
Conme on a, d’apres les formules (11.) et (14.), 
> N b) N > | 7 Y . sın? \ 
24. zd’c--yıl’y--zd’z — Ld’.rr—(drdr--rröv) — ec, — 13 dt, 
14 u?r?si 


il suit des formules (13.), n? 1., 








dr c,6 sind mmn(Yırtd,r, cosÜU) 
"ar Tu "snPrs 0} 
22. mm,y(Yır +6,r,cos U) m,m,y(yr+ör,cosU) 
7 [% 
Des formules (18.) et (25.) on peut deduire la suivante 
26. ce, sind, | ec sin??? 


—d. td. — 
urr "sin u ri sin I? 
u Ya Mm, Y20, ı mm,Y,6 m,m,yö 
— 4rr,sin UAU( e -\ a), 
N 2 Pi 0 
On obtient aussi la valeur de dU en observant que, dans l’equation 








cosÜ — cosv cosv,—-cos/sinv sinv,, 
on peut mettre en m&me temps U--dU, v--dv, v,--Öv, au lien de U, v, v,, 
ce qui donne 
sin UdU — (sinv cosv, — cosI cosv sinv,) dv 
3 -+- (cusv sin v, — cos/ sinv cosv,)dv,. 
Si, dans le triangle spherique forme par les cötes U, v, v,, on nomme 4% 
et p, les angles opposes aux cötes v et v,, on A 
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28. dU: Cosy dv | cosy,dv,, 

formule qui fournit linterpretation geometrique de la formule (27.) 

Les formules (14.), (23.) et (27.) pourront servir a verifier la for- 
mule (26.) 

5. Enire les six quantites 

r, rT,5 U, U; ?, R 

et le temps 4 on a, d’apres les formules (12.), (14.), (19.), (23.) du pre- 
cedent article, les equations suivantes qui pourront servir & developper ces 
quantites en fonctions du temps. 


Equations differentielles du probleme des trois corps. 


l { di { N ” di, 
auge v — —= tangv,. — 
5 gsini sad 17 
di ce, sini, di 
11. tangv -—— It dv a tu. —, 
” tangı u sn/ rr 
di, e, sin? di 
Ill. lang v a dv, m in | 1 rn 
tangı, u, sin r,r, 
IV e,sin?, 3” (" Mm, Y20, ı mm,7,0, , mm, 72) u 
. gr Tag en ’ — u T—[.[ 4 PR 17 ‚ 
cosvsinv, sind?rr, o? 5 53 ; 


? 2 te Az ‘2 
j e? /sin: sin? dı dr,\° re 
V. u ( L ) - u (57) u, ( 2) — 2U— 2, 
sın I? urr ur, Fr, dt dt 


v1. —err Third) ET a 
dt? 


On a mis dans ces formules 


N mm, , mm, mm, 
| | in: e 
" | 0 = yyrr-+2y ‘ rr, cosÜ | Oör,r,. 
0,0, yıyırr + 2yı Ö,rr,cos U- d,dırır,. 
0,0; Yprr --2ycırr,cosU-+d,d,r,r, 
cosÜU — cosv cosv, -- cos] sinv sinv,. 


KEutre les six constantes 7, Ö, ete., on a les equations de condition 


2. < Ö- Ö, Ö, - 0, 
nd MMY (LH MMYd, — (), 
ou 20, M,, m, sont les masses du Soleil et des deux planetes. Done trois 
d, etc., pourront eire prises a larbitraire. Lies quantites 


des constantes y. 


« et «u, sont determinees par les formules 
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\Mu = mmyy+mmyyY mm 127 
3. ; \ \ \ \ \ \ 
IMu, = mm, dd -- mm, d, + mm, 0,05, 


M etant la somme des trois masses. 
Apres avoir integre completement le systeme des six equations (1. 
a Vl.), on a encore a determiner l’angle (2 au moyen de la formule 


VII. d!2 — tangv. - 


sin? 
ce qui se fait par une simple quadrature. On formera ensuite les six quantites 
(2 —=r(cos2 cosv — sin.2 cosisinv), 2,—r,(cos42cosv, — sin (2C0s2, sin v,), 
4. ,y — r(sinf2 cosv -- cos£2cosisinv), yı —r,(sinS2 cosv, -- cos42 cos’, sinv,), 
[z — rsin?sinv, %, = r, sin2, sinv,, 


et les six constantes 


a — Fıfı Harı nn Et, 
M 2 M ’ 
ac NIE M ° 
N my, —m,Y __ m Ö, —ım, ö 


M : m M : 


apres quoi on aura les coordonnees rectangulaires du Soleil et des deux 





GL, Seen 


planetes, rapportces a leur centre de gravite, le plan invariable etant pris 
pour celui des x et y, 


S— ar Pa, Sı eH ia = mE U 

. | Ar or As Mr . Ru 
6. v— AYTPYı Vı= &Y -TPıYy Vı = yY Payıs 
\ — az -+-P2, & zu 4% + Pı2ı 4 = 03-7 2: 





Voila done le probleme des trois corps reduit a lintegration des six equa- 
tions (1. a VI.) et a une quadrature. Les siw equations differentielles 
(l.a VI.) sont toutes du premier degre, hors une seule qui est du second, 
et ıl ny entre aucune trace des noeuds. 
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9. 


Appendice au Memoıre sur l’attraetion de Vellipsoide 
homogene imprime dans le Tome XX. de ce journal. 
(Par M. J. Plana a Turin.) 


Je me propose de donner ici le calcul detaille du procede suivi par 
Legendre dans son memoire de 1788, pour former direciement l’expression 
de Yattraction de Vellipsoide homogene sur un point exterieur place dans 
le plan d’une de ses trois sections principales. Ce calcul est loin d’etre 
facile, meme & laide des resultats intermediaires laisses par Legendre, et 
jai pense quil pouvait @tre utile de retablir toutes les parties d’une analyse 
aussi Epineuse, afın de rendre plus sensibles pour tout lecteur de son Me- 
moire les diffieultes, qui, sans le secours des series, ont ei& surmontees 
dans cette memorable integration. 

Certes on a raison d’admirer les prineipes indirects par lesquels ou 
elude, presque de prime abord, les diffieultes de ce genre. Mais un analyste 
philosophe ne borne pas la sa curiosite: il desire savoir sil est possible 
de sortir, avec succes, de labime ou peut entrainer une methode directe 
par la seule puissance des transformations du calcul algebrique. Et a cet 
egard, Legendre oflre dans cette partie de son Memoire un exemple ca- 
pable d’avoir de Finfluence sur la solution d’autres problemes, par les idees 
qu'il peut suggerer, soit en faveur, soit contre les methodes directes. Toute- 
fois il sera vrai de dire, que ce caleul peut Etre considere comme un 
utile exerceice d’analyse. Dailleurs on accordera sans hesitation, que les 
reflexions que je faisois vers la fin du No. 25. de mon Memoire seront 
mieux senties, en ayant sous les yeux la suite non-interrompue des ar- 
tifices analytiques par lesquels on parvient au resultat final en abandon- 
nant, dans le cas de c==0, les deux variables A? et g pour traiter la 
double integrale avec ses deux variables primilives p et g. 

La formule generale placee au commencement du No. 25. donne d’abord 





Y. fJ; R sinp.sin?g.dp dq 
j ie sin? q(sin? p-+- m cos? p)-+n cos? q ' 
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En faisant e=0 et P=g--9, on aura conformement A analyse de ce 
cas particulier exposee dans le No. (8.): 
» __. mab.sin?gq 


=; - (sin [I — sin? 6), 


SINP.COSp 





et par consequent 














. mab ei sin(p+P) dqsin® qy(sin? 11 —sin? 6) 
co u Feen cosp sin? q (sin? p-+m cos? p)+ncos?q g 
ou bien 
A /_mab SM rn dqsing V(sin?® IT — sin? 6) 
TEE Y SINnY.COSY ı(m+1)- 4(m —1)cos? p+rn cotang? 1 
Nous avons 
cos?p — cos?g (cos? d — sin’ 0) — 2 sin? Yy.sind.cosd, 
n cotang’q — n cotang?q (cos’d-- sin’ ®): 


done en posant pour Pr de simplieite 


f' == 4(m--1)--4(m—1) cos2y--n cotang”g, 
g — (I—m) sın?ay, 
h’ — 4 m -1) — ı(m—1) cos?2y . n cotang’g, 


il viendra 
x — nd _ fay inf; d6 sin(P+0) (sin? II — sin? 0) 


sin P.COS Pu ’ cos? d-+y’ sin d.cosO + h’ sin? d ' 
On a demontre dans le No. (8.) que les limites de 9 sont + IT; ce qui 
revient a dire que ces limites sont celles qui donneni R’—-0. On voit 
aussitöt, que lintegration par rapport a 9 est possible en faisant tangd9- - t: 
mais afın de trouver d’un coup une fonction rationnelle, il vaut mieux faire 
tangd — tang /T.sino, ou bien tangd—wusinw, en posant u tang/1. 
Mapres cette Equation, on a 


1 C0oSsw. do 
BTTPFRRER. 3... oc 
1 + u? sin? w 


i \ sin ( +4 COS P.Sin w 
sin (9-0) — it you 


(1-+ 02 sin? ®) 


sin /I. cos 





y(sin’ IT— sind) = 


y(l-+ 02 sın? w 
Les limites de la nouvelle variable » etant F90’ ou bien F4r7, lex- 
pression pr&ecedente de Ä revient a u que 


—_g (- mab )/a 4 n? /l dw cos? w(sinP+- u cosp.sinw 
; | SINP .COSp 7 1: cos I1J os sin? w) (f+ y'u sin @-+ h’u? sın? w 


ir 





Soit snow —r, et 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI, Heft 2. 18 
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1—.?) (sing+ u cos Y. x) BE. U 
Aturar)fFyurtWurx?) us 'V’ 

cest-a-dire: 
U (d—.r? 


i wu. + u u X) 


)(s 
f (at E Gi u? ur r Tu rn ) 


D’apres le principe connu sur la decomposition des fractions rationnelles, 





sı lon fait 
U M | M' | 


on u a 3 De RT "Tr 


er 


u u 


on aura, en observant que 
d V 2r(a | x ı Ri, I (24 a (204 y' -): 
dx h Wu'khu) ! Day/ltTimu 


1 \ 3.1 ; 
(1 4 —;) (sing + cosp.y—1) 











M =—— Iy—i ei gi y—i » U) h) 
u \ue2 Yu Hu 
1 
(1+-,) (sing — cosp.y—1) 
M — — ay-A ( 1 Y y pres 32 27" 
B77 u? h'u? h’ u? 


d’ou Fon tire 
1 mt. a - sinp YA) (—h'— y'v—1) 























1 rn. 1 ae Er 4 Mi j 
M L(h‘ u(1-- (f— — h')? +yg’? ’ 
(cosp + sinQ. v-Y(f—W+yV—1) 
7‘ een 1 Ve, EEE RE ©. 
M ı(h’u(1--uw))- FR tg® ; 
M ____A+twW)jlg‘s sing — (—h‘ )cospl+[y cosp+(f’—h’)sin p] um 
hut u: | veas. % (f—h)”+g ’ 
M (4+u?) ([g/sing — (ff—h)cosg] —[g’cosp +(f—h’)sinp] nn 1 
h’u* TR (f— — A)? +g’? 
Uomme 
U (M+ M’\u?x+ (M— M')uy—i rs 
4  —  1tu2r: % 
il convient de former les expressions suivantes: 
( M M ) y: _. (A+u?) (g’sing— (f’—h’)cosy) 
h’us | h’u* 2 4 u re get (f— NM)? y 
( M M )uy Nun nd I+u?) (g’cos P+f— sing) 
Hurt Mut ' u g'? f- h’)? j 


En y substituant pour f‘, 9, %’ leurs valeurs, on aura 
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M' ) . 
w 


(‚3 Mm 
kur |" Wut 


2 


(I--u?) cosp 


u“ mi’ 
( Mi: Fe uy—_1— 


u _ Itu u” (m—1)cos2p. csp—2 


_ A+ru)f(m—1)sinp. euh? 
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(d—m)sin?p.cosp\ 


(m —1)? cos?2p- -(1— m)? sin22 ) 


(A—m)singp. cos! pl 


hut h’/ u* u: ' (m—I1 )? cos?2p-+4( In m)?sın? g.cos?y 
v. N be sa ) sin Be — 2cos?p\ __ Ayu? 3 sing 
“ u /m—1tcos?2p-+ sin? 2) | u "m—1' 


De la nous concluons, que 


mah 





u . 7 17 dysing. ef. 
.- *] ee). cosIE I 


mab 





) N Fu ir 
-| sıny. cosp ge s Fr 


en posant pour plus de simplicite 


(1- u? sing 

A nn u ne 4; — ıp z 
u? [ah 
FE ı 5 5.2 Den: 
Ti m—|1 


" do(A-+- Bu sın w) 
+ u? sin? w 


do(C+Du sin w) 


y’usin®+ Ah’ u: sin? 


sın f 1 
_ m—1'sn?Il’ 
cosp | 


m —L "sin? /I ' 


Pour determiner les coefficients © et D on observera que la fraction 


devient nulle en y faisant x: 





= +1; de sorte qu’on a les deux equations 


A+Bn ,__ O4, 
1Fu I! f+yYuthu 0° 
A—Bu, C—Du ER 
iu I! furl 
ou bien | | | 
(4-4-Bu)(f - gu+h'w)--(C4-Du)(1+4W) — 0. 
(0) astra: u) (C_ Duycı -89 — 0. 


Mais il n’est pas encore temps d’employer ces deux @quations: il faui 


aupa- 


ravant pousser plus loin lexpression precedente de X. 


Comme il est manifeste que 


2 do sın w 
 1+u? sın? w 





et qu’on a 
[" dw 2f" dw 
an er To 
Fi 1+ u? sin? @ J 1 -+ u: sin? o 
ırı 


var Zu) 


dw 





uf 


1+ u? sin? w 


— — rrAcosII! —= 


2dw 


(2+u?) — u? cos? w 


»1l,r 
57ı 
2/ 
) 
At 
« 


V 
st 


Yatı®) 


sing cosll 


— 1 "sin? II ’ 
18 * 


eos Tl; 
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on peut ecrire 


, Irsing m.ab fi 
3 1— m = P.C0SY dq sing 
R: ( mab IL de sinq.sin? /7 do(C+Du sin») 











sın p.CoSf 








cos /l Kr u sin@ + h’ u? sin? w 


Pour executer lintegration relative a w, nous as etablir une formule 
generale ainsi qu'il suit. Soit, 


pP — A-I B sin ur, nn an E Et E ke i 


— ) 4 [ 
C+Dsinp+Esin® p sin? NT. E ap = 





Les racines du denominateur etant 
D +y(D® —4CE) 











eng 
si Von fait 
—_ D+yd D:—4CE) u D—y(D:—4CE) 
re A FE ai 2E 
on aura, 
m. 
DE 
— (sup—ea)(sing—P) sinpy—a | snpg—ß’ 
u 
“7 8REatD |! y(D:_—ACE)’ 
N AtBB _.__ArB9 
' JESLD vD:_—äACE)' 


Done en substituant pour « et  leurs valeurs, il viendra 














1 B, @EA-BD n_ 2 ___(@EA—BD) 
7 8E !2EY(D—4CE)’  2E 2EYD?:-ACE)’ 
Ou peut Ecrire 
MS: Ns ar a es | 
cos (90° — 9) —a ' c0s(90—p)— 
donc en faisant | 
0= /"Pdyo= —[ "Pdtir—y), 
“in —in 
on aura 
- a M rc N 
0=- v(@* —1) "Hr — 1) ° 
ou bien 
0 M.2E N.2E 


a vID-yYD2_-4CE))*—4E:] " y((D-+y(D:-4CE))—4E:]' 
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En substituant pour M et N leurs valeurs preeedentes, et en posant pour 
plus de simplicite 


G—=(D—- (D—-4CEY—4E; @=(D-y(D—-4CE)}®—4E., 


il viendra 





m) Br 2EA— BD) [1 1 
en B (6 Tv 76) r yD Be CE (78 y 5) l 
ou bien 
0 BV6tYo) | (2 EA— BD) (G'— 6) 
qt V(66°)(yG-+y6G) ' Y(D®—ACE) yGG)(yG+y6G)° 


Or nous avons 
@—6 = (D -y(D’—4CE)}—(D— yY(D’—4CE)} =4DyD’—4CE); 


partant 





0 __ (@EA—BD)4D + B(y6+y6°) 
nn „GG)(yG+YyG) — — ° 
Mais, 
G-@ = —8E+4D’—SCE = 4D’—SE(E--C): 
done 


0 4D.2EA— B[SE(C+E)—2y(66’)] 


nn (E66) (yG+Y6) 
Cela pose, je remarque que 
GG —= (D-2E— y(D’—4CE))(D—2 E—y(D’—4CE)) x 
(D+2E--yY(D’—4CE))(D—?2E-y(D’—ACE)) 
— (D+2E% — (D’—-4CE)][ D—-2E}—(D’—4CE)] 
— (4E’--4ED--4EC)(4E’—4ED--4EC) 
— (4#E)(E--C+D)\(E-C—D) 
— 4EYLE+C’—D]; 
ce qui donne 
0 _ 4D.2EA—8EB[C+E—Y((C+E):—D®)] 























na 4Ey((C+E):—-D?)(yG+YG) 
ou bien 
0 __2DA—2B[C-+E—Y((C+E)? — D?)] 
we Vv((C+E)?— Dr) (yG+y6) 
Mais nous avons 
Y@+Yy@ — Y(yE-+Yo)% — M@-+@-2/GG')) 
— Y{4D°—8E(C+B)+8Ey((C4 E}— Di} 
—= Yi4D’—SEIC-E— y(C + EY— D’]}; 
partant 
Ba AD — B[(C+E)—Y((C+E)? — D®)] 
”  _ VK(C+E)?— D3) YiD? —2ELC+E—Y(CHER —D>)]} 
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Il parait quon devrait s’arreter iei: mais eette formule ayant Vineonvenient 
0 , . . . 

de donner — — $, lorsquion y fat D=0, il faut pousser plus loin la 
GT 


transformation. Pour cela, remarquons que 
D’ — [C--E-+Y((C- E)}’— D’)][C | E— yı(C -E)’— D°)]; 


de sorte quon peut ne 




















0 BICHE-YÄcHEN — D>)] 
sc v((C+E)?—D: Tirez 2— D?)]|C+E+Y((C+E)?— D?) —2E]} ’ 
ou bien 
0 AD—BICH a Mi 
7 vY(tC+E)? —D?)yI[C+ E-y((C} ? — D?)] |C — E+Y((C+ E)? — D®)]} ' 
D’apres la valeur preeedente de D’ ah revient a dire, que 

0 Ay[C+ E+Y(C+ BE) — DI — By[C+ E-Y((C+ BE)? —D3)] 

7 VÜCHE): — D?) yIC— E+Yy((C+E)®— D:)] 
En multipliant le numerateur et ie denominateur par 

YIC+ E--Y(C+ E’—D’)] 

et ayant egard a la valeur - D’ qu’on vient de citer, ou aura 
0 A{C+E+Y((C+E)?— D?))— BD 








n v((C -E)?2— D: )viiec TE} LY((C + E)? u 7 )]LC— E+Y((C+E)?® — D?)]} ’ 
et enfin 
0 fF dp‘ A+ Bsing) sr 4! IC+ E+y( C+ E)}?— D?))- z.BD 


C+Dsing+Esin®p Y((C+E):— D®) YILC+YV(C+E)?— DE) — Er) ' 


Eu appliquant cette formule a la derniere expression de X, il viendra 


Im. sing m ab . fi 
A l m Aa cosp dq sin 1 


L9n | ( mab )/ sin? 2] ‚dqsinqtC| f’+hu?: +El—Dyu: 


singp.Ccosg Ey 


cos/I * E’'y((f‘ +E): — h’? ut) i 
ou Von a fait pour plus de simplicite: 
KH = Ye Mu’ —g" ur). 
D’apres la formule (54.), nous avons, lorsque ce — 0: 
R = (acose@ + mb cos) —h(cos’«-+mcos’ß--ncos’y) 
sin’ q(asinp-- mb .cosp)’— Ah sing (sin’p + m cos’ P)-ncos’g! 
sin’gjasin(p--0)--mbcos(p--H)N" 
— hsin®g{f/ cos’d--g'sin®cosd- A’sin?A\ 
I Ge sin’ 77 — sin’ 6); 


sın 4. cos p° 


et puisque R’=- 0 aux limites, c’est-a-dire lorsque d— + IT, il est elair 
que de la on tire ces deux equations: 
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Ä FE 2 h 
fasin(g-+- IT) - mb cos(p--IT)\ Er (f-gu:-hıW 


fasin(p—IT)- mbcos(p—II)” — fe — F—gu-hu). 
Mais 
asın (9--II)-- mbcos(g-'- IT) 


— (asıny-; mb cosy)cosIT -(acosp—mbsin p)sin /] 


(asnp-+ mbcosp) , (a cosp — mbsing) u 


yi-+u?) vitıu) 








done en posant 
a’ — asinp--mb cosp; b' — acospy—mb sing, 


on aura ces deux Equations: 
(eier, 
(a — bu) — hKf'— gut hu). 


Maintenant si l’on fait 


 —_ fLouike — (ru) 
PF=f-+gurhuW = ho 


a —b'u)? 


0 —= f—yu- Ef r 





(?-) 





on aura 
4 P--0%) —= f'+hu; 4 P—Q) — y’u; 
ce qui donne: 
E' — y((P°+ OY—KP°— 0%) — PO, 
f + +E = XP'40)+PO = 4P+ 0), 
Cif'+Wuw+E)—Dyu 4C(P+0)?—1Du(P? — 0?) 
EY(( (f‘ +E): —h"ut)  POycf'+huw+E)(f'—hu:-+EF)) 
+C(P+0)—4Du(P— 0) 
POy(s(f’—hu:+KE‘)) 
 (C-Du)P+(C+Du) 0 
" POy(f’—2hu:+2E) 
L’expression r de X est done equivalente a celle-eci: 
X Er; mab )/a4: sing 


1— m ki P.Ccosp 























sin? I] (C—-DwP-+(( ‚+Du) 0 


mab 


9 , 
en. (ie cos )/as sing. cosII " POyY(2f'—2hw+2E) 


Les deux a designees plus haut par («.) donnent 
_ 0° 
Cı mr: __ (A+Bu) ı) P? on ” _ (d—Bu)0 
de 1+u2 ©— du 1-+u? ' 
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et par consequent 


(C—Du)P+(C+DwWO __ A(P+O)—u.B(P—O) 
Au PO At 


et comme les @quations (P’.) donnent 











@ b’u a — b’u 
ER . Zn, /,; Bar”, ne 
il est clair que 
(C—Du)P+(C+Dw)OQ __—2a A—2b' Bu: 
#9 + w)yh 
Mais on a vu que 
sing 1-+u? cospg 1-+u:? 
eg: an‘ a En he ser an 


parlant 
(C — Du) P+(C+DwoO _ IE. | sing—2b’ u u? cosp 
PO (m—1)uryh 


Eu substituant cette valeur a celle de X, on a 


i Ir sing er Ye e 
A 1—m \ sIinp.CoSp dg sing 


Pa uam sin . Bu 
+.a 


L mnyh‘ Fan ) E dq sing. sin: ] 
— b’ cos Er... 
F v2f—2h'u?+2E) 








mab 





Nous avons 
h"—f' —= (L—m)cos?y, f+Ahw —= 1(P?--.0°), 
l,a premiere de ces deux &quations donne 
hu —= f'wW-+(1—m)u’cos?y, 
de sorte a 
ı P--0) = f(1+W)+(1—m)u? cos?y, 
d’ou Von tire 
np 3(P? +0?) — (1— m) u? cos2g 
1+u? k 
et comme Au — 4(P’- ah on peut eEcrire 
War — PL) +) —4Pr— Or) + —mwr 0082 


1-+u2 








Il suit de la que 
If 2 — PP+9)— ur) —4ll—m)u? cos? Fi. 


ar 1-02 








et comme E’= PP, il viendra 
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2E af — hu . 2PO A+u?)+(P?+Q?)A— u?) —4l1—m) u? c0s2p 











1+u? 
ua (PO? on w(P— 0)? —41—m) ie cos? p 
1+ u? 
P+0 P_—_ ON? | a 
6% = 0: ı( D) 1 e >) u — (I—m)wcos?y,. 
’ P+0 / Tu ; 
ou bien, en observant que .— _— TE: 4 ; ur . 


| ‘ 2 4 2 2 2 ‘ 
2E'--2f' —2h u = hafus a? — bYW— hi— m)u cos?! 


Dela on tire 


/ | ‘ f] v 2 11 > 9 4 , Y 
y2E’-+-2f'—2h u) = - I ya” — but — h(l— m) u? cos? y). 


Cette valeur etant substituee 2. la derniere expression de A, on aura 


_ . I2rsinp N er 
A — 1— m ) sin cosy dgsing 


f -a' sing (Aa dqsing 
Ir N mah ). at, Y(a'? —b'? u — h(L— m) u? co82 nt 


nn lqsing.tang? II 
b' cos ee a \ 
.. Var —IR “him cos2Y) 


Le produit des valeurs precedentes de a’ et 5’ donne 











m—1 sinp COS 





ab’ — 4a — mb) sin?gy--mab cos?y 
— cos2gy |mab -— (a —m’b})tang?y). 
On a trouve dans le No.(8.) la valeur de tang?y: mais comme langle y 
est ici compte depuis laxe des y, et non depuis laxe des x, larc y actuel 
donnera celui du No. (8.), en eerivant 90’— y au lieu de 9; c’est-äA-dire on a 


‘ a\ 2ab 
LM TD) Tl 





ou bien 
2ab 


(ai — bi) — (a? —b?) 





laug?y = 


Il suit dela que 





(a? — m? b*) 


ER a Fr 
ab‘ — - ab cos2y \m —_ 9) (9) 





Eu ” EN — a? + m? b? 

— + abeos2g| (1°) — (a? er) 

Pa bi) +a? d—m)+m(l—m)b? A 
(—b2)— (0) |)" 








— — abcos?y 
Mais 


m(at —b?) — mu? (1-2) — aAa(m—1), 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 2. 19 
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done 








db’ abcos2yA—m)[a mb? —a) __ ab(l—m).hcos2Y 
i ——(@ —W)— (at — be) ep _PB)— (ei 7)‘ 


En comparant cette valeur de ab‘ avec la precedente de tang?y, on voit 
aussitöt que 





= ‘ pl 
i a’ bh‘ a’ b’ cos?« 
(1— m)hcos?2yp — un EUIERT 


tang2p sinpcosp ’ 





dou Fon tire la consequence, que 


u 





. | r 2, wa b’cos? 
a”? — bw — h(L— m)ucos?2p — a? — but — — T 
sinpcosp 


— (a -+b’utangy) (a — b’u’coty). 





Ainsı on peut ecrire l'equation 
j 27 sind mah y £ 
A ? | ( | es sing 
I—m sıngp CoSY 


in sing f- dqsing von. 
In ( mab I" v(w +b’ u? tangp) (W — ren) 


m— 1 | sin p 6089 dgsng.ur [ 
Kr g cos fr (a’-+-b' u? tang p) («— lb 2 cotp) 


laquelle est reductible a celle-ci beaucoup Pie simple, savoir 
- Iazsinp _/ mah 
x: vl 


-)| Ja sing — d. sin 4 re -Frp F_\} 
I — m sin pCosf ! / / / 1 a +b’ ur tangp 











ou bien 


N ze (2 tang r)ifag sing— fdg sing] (&- —. ZEN. 


+b’ u? tangp 
Nous avons 








a—bu?cotp __ atcos’ IT —D’sin? ITcotp 
@+burtangp  wcos: 11+b sin? /ltang p 


......@ sing cos? IT —b’sin? /Tcosp 
- tangy (ww coSpC cos? //+b'sin? II sin y)’ 


«a sing cos I —b’sin’ II cosp == a’ sing — (a’ sing -- b’ cos) sin? /I 
= «sing — asın II, 
- a cosy — (a’cosy — db’ sing) sin’ 7] 
— 4 cosy — mb sin’ TI. 
mbcosgy, done en substituant cette valeur de « on aura 
a sing — asin II = asin’g-- mb sinp cosp — asın’ II, 


a cosg -—- mb sin’ II] asing cosp-- mb cos’y — mb sin’ Il. 
En remplacant ıv par 





a cosgy cos II -, db’ sin’//sing = 


Mais « asinp- 


y et p par 90° —gp, la formule (2) trouvee dans 
No. (8.) donne 
2 1, (kl) hnsing cosp 
sin ZI. = cos®’a-+- — -SINP C0se — — II TFT gl? 
/ ab PER mab ! 











9. Plana, appendice au Memoire sur Vellipsoide homogene Tome AA. 143 


done 
a’ sing — asin’ II 
— asin’p-+ mbsinp cosp —acos’y 
(bi — A ı nhsinpcosp 


b mb 





cot’g 











£ ‚ nhsin np C0S4Y 


A bio 
— — 4c0829-- pa: 1 b) SsIngp COSp-- Se col’g 





— — acos?2y-—- u (mb? -! b? — b° - Te = c0t? 4) 


n_ sinpcosp ( ii IR _m | NR a 
— n ( Tab coi?y-- mb’ --b—b’ - — heot g)- 


En substituant ici pour cot?y sa valeur fournie par l’equation 


j (a? — bi) — (a? — b? 
cot?y —= Sr . 








il viendra 


a’ sing — asin’ II — ih a? + mb’ -- " heotg), 


et comme A=a’--mb’—.a?t, on peut eEcrire 





: h. n 
a’ sing —asin II — 7 sıny cosp (14 cotg). 





On trouve de la m&me maniere 








a’ cosp — mbsin’ II — asing cosy-- mb cos’ p— mb cos’ p 
m(b} —b?) . nhsing cosq 
e SINpCOSp-- : F cot?y 


— HFTF (2 — mb? mb-Inhcotg 
da 


singp CoSp 
— n (a + mb’— a? -{nh cot’g) 








— 2 singpcosp(1--ncot?g), 








donc 
a n 
E14. 098 
asnp—asn I 5b (1 Fin ı) 3 
a’cosp—mbsinJI 1+ncot?g 


ce qui reduit la derniere expression de X a celle-ci: 


14 . 
2naym \ m 
ZA en M (*- tangy ) /agsing —fagsing] itncorg) N 








On a vu dans le No. (8.), que les limites w’—=g' et 180° —g’ de y sont 
telles que a? -+-c? tang’g‘— 4}. Donc en posant cosg = 7 cosg’, on aura 
19 % 
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dg sing — — dx cosg‘, et par consequent 


x?cos?y’ \ 


| N N n 

‚ 2naym , V b f: fi m * 1— ır? cos?’ 

X - — cos g‘ | (2 tang g) dx — [dx ) 
\ 








14 nx* cos?q 
1— x?cos?q’ ) 











ou bien 


r Iraym ft = ”) cos? de 
: ——_g 0084 VE tangy ) fax — far | a; ma, nn pr 


Les limites de = sont ici +1 et —1 et lequation @? 4- c? tang’g’—= A? donne 


> ce? . . . [4 
cos g’ = ,, en posant pour plus de simplicite 
zu 1-08 0 «Fr 

A!-tt—a — K,, 


n b* i 
done en observant que = u. il viendra 
ı 


fra Na wer)! 


1) 














L’equation (2) trouvee dans le No. (8.) etant rapprochee de la valeur de 
2A} qui termine le premier $., on voit aussitöt que 

ab.tangp —= A’—a, 
et comme il faut ici remplacer g par 90° —Y, on doit Ecrire ab coty = 
4° —.a’, doüu Von tire 


b? 


nd tang yo = ——— 
a DR Ar—ar 


. d . 
Done en substituant cette valeur, et remplagant m par vw on aura, apres 


avoir ceerit M au lieu de la masse de lellipsoide exprimee par #ra,b,c.: 


v_ 3aM zz b 
A= K (a? —b?) 5, de) Fer — c))x rn 


Actuellement j’observe, que toute integrale de la forme 


1 fürvta3) 


reuferme une partie algebrique independante du signe integral qu’on peut 








. R j tang ane 
extraire, soit en faisanut x —= — Sr soit en posant x = Er. Or on va 


ym 
” .. D . . tan [4 . . 
voir, quiei il convient de prendre 1 afin de detruire !a partie 
b ._ 
y(A?—aua:) 


Kur a Ai (1-7) sin 4) = , ee 


Alors on a 
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d’ou Von tre T= (4 tangp- F—E), ou bien 


I.tangp | (1- eh) "do sin? ®P 
Yin 7m. 4 
(Voyez p. 257 du 1” vol. des Fonctions elliptiques de Legendre.) 


T = 





Donc, entre les limites 9—=0 et tangp — yn qui repondent a 20 
et 2—=1,on& 


s 1+ma?\ __ 1+m (m—n) fd sin? y 
J de re) er Y)- a, A * 


et en faisant inp=yy/(,): cette formule se change en celle-eci: 





1 


1+m.x? 1+m\ __(m—n) u. A 
J d«\ [m ee) = .)- (1-+n)? Y\ nl ’ ‚|| 1 M— n ".]l 











E- er n 1 - n 
En appliquant cette formule a lexpression precedente de X ou lon a 
ı—c a —c! 
m — CH m zu u c —, 
il viendra 
3aM vA+b—a) __ b N 
Zu = u 
K(a? —b?) A, : — a?) ) 








FF, y? dy i 
yIAi+(c Brand: +bt— at)y?] 


Or il est facile de dimsnieni, que 
vA+b—-a) _ __Öd 
A, OO MA—aRr)' 
En effet, cette equation donne 
0 —= 4:— Al 0) (a — bi) — a (bt — a?); 
d’ou Von tire 
24? — (aD) +(a? —bP)+ ya -+b’--a? —bR)--4a’(b} —ua?)]. 
l,a quantite soumise au radical est telle que 
+++ 2a br) 620) 
— (+ BP) -- (a? —br)’ — (at — br) (a — 0’) 
— (W— BD’) 14a -- (at —b?) — 2 (at — bi) (a — B°) 
— [(a — D’) + (a? —bPY)] -+4a’b*. 
Done cette valeur de 24? s’accorde avec celle irouvee &a la fin du pre- 
mier & On a donc enfin 
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resultat conforme a celui qu’on obtient par les autres methodes indirectes 
et plus expeditives. 

On doit comprendre maintenant que l’analyse de Legendre avoit 
hesoin de ce long developpement, pour pouvoir saisir plusieurs des motifs 
secreis qui ont guidee la marche de son calcul. Jignore s’il est permis 
de soutenir, que de tels motifs peuvent etre aisement devines d’apres le 
texte de Legendre. 

Turin le 15 Janvier 1841. 
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10. 


Ueber die lineäre Construction des achten Sehnitt- 
punctes dreier Oberflächen zweiter Ordnung, wenn 
sieben Schnittpunecte derselben gegeben sind. 


(Von Hrn. Dr. Hesse, Priv. Doc. an der Universität zu Königsberg.) 





Di. Abhandlung „De curvis et superficiebus sec. ord., Bd. 20. p. 285 (die- 
ses Journals,” enthält unter andern auch die Lösung der Aufgabe: 

„Wenn 7 Schnittpuncte dreier Oberflächen zweiter Ordnung gegeben 

„sind, den achten Schnittpunct auf lineäre *) Weise zu construiren. 
Dafs ich diese Aufgabe zum Gegenstande eines neuen Aufsatzes mache. 
geschieht in der Absicht, die Auflösung als das Resultat rein geometrischer 
Betrachtungen darzustellen, welche mir bei der ersten Behandlung der 
Aufgabe in der angeführten Abhandlung wegen der Neuheit des Gegen- 
standes entgangen sind. 

Wir beginnen mit der Untersuchuug der 


Aufgabe 1. 
„Es sind im Raume fünf beliebige Puncte und eine beliebige gerade 
„Linie gegeben: man soll die Spitze eines Kegels zweiter Ordnung 
„construiren, der durch die gegebenen Puncte hindurchgeht und die 
„gerade Linie als Kaute auf seiner Mantelfiäche enthält.’ 





*) Um Mifsverständnisse zu vermeiden, bemerke ich, dafs ich unter einer lineären 
Construction eine solche verstehe, welche, von gegebenen Puneten ausgehend, sich in 
der Ebene nur der geraden Linie, im Raume nur der Ebene bedient. Wenn also z.B. 
ein Punct als der 4te Schnittpunet zweier Kegelschnitte bestimmt wird, von denen 
jeder durch fünf bekannte Puncte auf ihm gegeben ist, so wird diese Bestimmung nicht 
linear zu nennen sein, wenn auch die drei andern Schnittpuncte gegeben sind. Lineäre 
Constructionen können im Allgemeinen nur da verlangt werden, wo durch gewisse ge- 
gebene Puncte nur ein einziger gesuchter Punct von einer bekannten Relation zu den 
gegebenen bestimmt ist. In diesem Sinne kann man einen beliebigen Punct der Schnitt- 
curve zweier Oberflächen zweiter Ordnung, von welcher irgend 8 gegeben sind, nicht 
iineär, wohl aber mit Hülfe eines Kreises construiren. Dagegen läfst sich der Punct 
lineär bestimmen, in welchem alle Curven 3ter Ordnung zusammen kommen, welche 
sämmtlich durch 8 gegebene Puncte hindurchgehen. 
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Die gegebenen Puncte seien ?, 3, 4, 5, 6 (Taf. I. Fig. 1.), und A 
die gegebene gerade Linie. Bezeichnen wir alsdann mit O die gesuchte 
Spitze des Kegels, welche auf der geraden Linie A liegen mufs, weil jede 
Kante des Kegels durch seine Spitze hindurchgeht, so schneiden sich nach 
dem Satze von Pascal die drei Ebenenpaare 023, 056; A2, 045; A6, 034 
in drei geraden Linien «, d, ce, welche in einer und derselben Ebene P 
liegen (die genannten Ebenenpaare sind nämlich die gegenüberliegenden 
Seitenflächen einer sechsseitigen Pyramide, deren Kanten zugleich Kanten 
des Kegels sind). Umgekehrt: wenn ein Punct O auf der geraden Linie 
A gefunden wird, von der Eigenschaft, dafs die drei auf die angegebene 
Art construirten Linien «a, db, e in einer und derselben Ebene liegen, so mufs 
dieser Punct O die gesuchte Spitze des Kegels sein. Wenn nun gleich 
durch die sechs Puncte und die gerade Linie A die Linien 5 und ce nicht 
bekaunt sind, so ist doch auf jeder dieser Linien ein Punct gegeben: auf 
der Linie d& der Schnitipunet 5 der Ebene A2 und der Linie 45, und auf 
der Linie ce der Schnittpunet y der Ebene A6 und der Linie 34. Die 
Linie 57 liegt aber in der Ebene P, weil die Linien d und e in ihr liegen. 
Von der Linie « weils man endlich, dafs sie die Linien A, 23, 56 schnei- 
det, und, da sie ebenfalls in der Ebene P liegt, dafs sie auch die Linie 7 
schneiden mufs. Unsere Aufgabe führt also darauf hinaus: 


„Eine gerade Linie a zu construiren, welche vier gegebene gerade Li- 
„nien A, 23, 45 und Ay schneidet.” 
Denn wenn man diese Linie gefunden hat, so wird der Schnittpunct der- 
selben mit der ersten Linie A die gesuchte Spitze des Kegels sein. Man 
bemerkt auch leicht den Zusammenhang der vorhergehenden Aufgabe mit 
der folgenden: 
„Den Schnittpunet der geraden Linie A und eines Hyperboloids, welches 
„durch die Generatricen derselben Gattung 23, 56, dy gegeben ist, zu 
„ construiren.” 


Denn durch diesen Schnittpunet kann man eine Generatrice zweiter Gat- 
tung des genannten Hyperboloids (23, 56, 3y) ziehen, welche alle Ge- 
neratricen erster Gattung, mithin auch die Linien 23, 56, 3y schneidet. 


Es genügt, die vorgelegte Aufgabe auf die letztere zurückzuführen, 
von welcher der Hr. Professor Steiner im zweiten Bande dieses Journals 
pag. 268 eine sehr elegante Auflösung gegeben hat. Wir bemerken nur, 
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dafs die Linie A das Hyperboloid in zwei Puncten o und © schneidet. 
Man kann daher zwei Kegel, die wir, wie ihre Spitzen, mit o und 0) 
bezeichnen wollen, construiren, welche auf ihrer Mantellläche die Kante A 
und die gegebenen fünf Puncte enthalten. Hat man nun die Spitzen der 
beiden Kegel construirt, so sind unmittelbar noch fünf audere Kanten jedes 
dieser Kegel bestimmt. Der Satz von Pascal lehrt endlich, alle anderen 
Kanten aus fünf gegebenen zu finden. Demnach können wir auf dem an- 
gedeuteten Wege die Construction der Kegel selbst vollenden. 

Die beiden Kegel o und 0 schneiden sich in der ihnen gemein- 
samen Kante A, welche ihre Spitzen verbindet, und aufserdem in einer 
Curve doppelter Krümmung 23456.... Da durch die Data unserer Auf- 
gabe die beiden Kegel o und @ bestimmt sind, so wird auch ihre gemein- 
same Schnittcurve dadurch gegeben sein, und wir können es unternehmen, 
einen beliebigen Punct Jieser Curve mit Hülfe der gegebenen Bestimmungs- 
stücke zu construiren. Zu diesem Ende bemerken wir, dafs das Hyper- 
boloid (23, 45, Ay) von der besondern Lage des Punctes 4 auf der 
Schnitteurve 23456.... der beiden Kegel unabhängig ist. Denn wenn 
man durch o und @ die beiden Linien zieht, welche die Linien ?3 und 
56 schneiden, so werden diese und die Linie 35 für das Hyperboloid 
zu drei Generatricen zweiter Gattung, durch welche das Hyperboloid 
ebenfalls bestimmt ist. Zieht man demnach durch einen beliebigen Punct 7 
der Schnitteurve 23456 .... die Geraden 74 und 72, welche die Ebe- 
nen A2 und A6 in den Puncten 9’y‘ schneiden, so wird die Gerade 
'y' zu einer Generatrice erster Gattung. Umgekehrt: wenn man durch 
die Schnittpuncte 2’ und y‘ einer beliebigen Generatrice erster Gattung, 
mit den Ebenen A2 und Ab die Linien %°5 und y’3 zieht, so schnei- 
den sich dieselben in einem beliebigen Puncte 7 der Curve, welcher in 
dem Falle, dafs man statt 9°y’ die Generatrice %y wählt, mit dem Puncte 
4 zusammenfällt. Auf diese Weise entspricht jeder Generatrice erster Gat- 
tung ein Punct der Curve. Den Puncten ? und 6 entsprechen die Gene- 
ratricen 23 und 56. Bezeichnet man den Schnittpunet der Linie 35 und 
der Ebene A? mit P”, so entspricht die durch diesen Punct gezogene 
Generatrice erster Gattung dem Puncte 3, und auf gleiche Weise ent- 
spricht die Generatrice von derselben Gattung, welche durch den Schnitt- 
punct y‘ von 35 und A6 geht, dem Puncte 5. 

Den durch o und O gezogenen Generatricen erster Gattung ent- 

Crelle’s Journal f.d. M. Bd. XXVI. Heft 2. 20 
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sprechen ferner die Puncte o und ©. Es schneidet also die Curve 23456 ..». 
die Gerade A zwei Mal, und zwar in den Spitzen der Kegel, welche die 
vorgelegte Aufgabe verlangt. Wir haben also folgenden Satz: 
Lehrsatz 1. 
„Wenn zwei Kegel zweiter Ordnung sich in einer geraden Linie schnei- 
„den, so schneiden sie sich überdies noch in einer Curve doppelter Krün- 
„mung, welche von der geraden Linie in zwei Puneten getroffen wird.” 
Woraus erhellt, dafs unsere Aufgabe darin besteht, diese beiden Schnitt- 
puncte zu construiren, wenn die gerade Linie und 5 Puncte der Curve 
segeben sind. Zugleich entnehmen wir aus dem Vorhergehenden die Auf- 
lösung folgender Aufgabe: 
Aufgabe 2. 
„Zwei Kegel zweiter Ordnung schneiden sich in einer beliebig ge- 
„gebenen geraden Linie A und gehen überdies durch fünf beliebig ge- 
„gebene Puncte 2, 3, 4, 5, 6: es soll ein beliebiger anderer, den beiden 
„Kegeln gemeinsamer Punct 7 auf lineäre Weise construirt werden.” 

Dieser Punet wird auf folgende Art gefunden. Man ziehe die Linien 
+5 und 43, welche die Ebenen 42 und A6 respective in den Puncten 3 
und 7 schneiden. Die drei Geraden 23, 56, 7 betrachte man als die Ge- 
nerafricen gleicher Gattung eines Hyperboloids und construire auf den- 
selben eine beliebige andere Generatrice gleicher Gattung. Diese schneide 
die Ebenen A? und A5 in den Puneten 9° und y‘. Zieht man alsdann 
die Linien 975 und „3, so schneiden sich dieselben in dem gesuchten 
Puncte 7. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen beschriebene Figur haben 
wir construirt, indem wir die fünf Puncte 2, 3, 4, 5, 6 und die gerade 
Linie A als beliebig gegeben annahmen. Es läfst sich aber auch diese 
Figur vervollständigen, wenn wir die 6 Puncte 2, 3, 4, 5, 6, 7 auf der 
Schnitteurve der beiden Kegel als beliebig gegeben annehmen und aufser- 
dem die Bestimmung machen, dafs die nicht gegebene Gerade A, in wel- 
cher sich die beiden Kegel schneiden, durch einen beliebig gegebenen 
Punct 1 hindurchgehen soll. Dadurch ist sowohl das Hyperboloid (23, 56, Ay), 
als auch die Gerade A bestimmt; was wir jetzt darthun wollen. Zu die- 
sem Zwecke ziehen wir die Linien 2° und yy‘. Die erstere schueide 
die Gerade 12 in B, die andere die Gerade 16 in @ Diese beiden Puncte 
sind durch die gegebenen Puncte 1, 2, 3, +, 5, 6, 7 bestimmt. Der erstere 
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nämlich als Schnittpunet der Geraden 12 und der Ebene 457, der audere 
als Schnittpunct der Geraden 16 und der Ebene 437. Es schneide ferner die 
Ebene 237 die Gerade 56 im Puncte @' und die Ebene 567 die Gerade 2% 
im Puncte B’. Alsdann sind die Geraden 9’ B’ und y‘@’ Generatricen von der 
2ten Gattung und schneiden mithin jede Generatrice von der ersten Gattung, 
unter diesen auch die Gerade %y. Nun haben wir aber zwei vom Puncte 
P' ausgehende Linien %’B‘ und #’PB, welche die Generatrice #y schnei- 
den; woraus wir schliefsen, dafs die Puncte 5‘, B’, 3, B in derselben Ebene 
liegen. Mithin wird die Generatrice #7 von der Geraden BB’ und auf 
gleiche Weise von der Geraden @G‘ geschnitten. Dieses sind aber Ge- 
raden, welche sich durch die gegebenen Puucte 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 bestimmen 
lassen. Bemerken wir endlich, dafs die Generatrice $y in der Ebene 345 
liegt, so ist es ersichtlich, dafs die genannte Ebene von den Geraden @&@" 
und BB’ in zwei Puncten dieser Generatrice getroffen wird. Durch diese 
Schnittpuncte ist aber die dritte Generatrice und mit ihr das ganze Hyper- 
boloid (23, 45, y) bekannt, zu dessen Bestimmung die beiden ersten Ge- 
neratricen 23 und 45 gegeben sind. 

Die Puncte 5y auf der dritten Generatrice werden als die Schnitt- 
puncte dieser Linie und der Geraden 45 und 43 gefunden. Die Gerade A 
bestimmt man endlich als die Schnittlinie der Ebenen 12/5 und 167. 

Diese Betrachtung enthält die Lösung folgender Aufgabe: 

Aufgabe 3. 
„Zwei Kegel zweiter Ordnung schneiden sich in einer Geraden A und 
„überdies in einer Curve doppelter Krümmung: es soll die Gerade A 
„construirt werden, wenn ein Punct 7 auf ihr, und 6 Puncte 7, 3, 4, 5, 
„6, 7 der Schnittcurve der beiden Kegel beliebig im Raume gegeben sind.” 
Man bestimme die Puncte 
B = (745,12), € = (734,61), 
B' — (756,23), @' —= (723,56). 
B bedeute den Schnittpunct der Ebene 745 und der Geraden 12 etc. Die 
Schnittpuncte der Geraden BB’ und @G’ mit der Ebene 345 verbinde 
man durch eine gerade Linie und bezeichne die Schnittpuncte dieser Linie 
mit den Linien 45 und 43 mit ö und y. Alsdann schneiden sich die Ebenen 
16y und 12/2 in der gesuchten Geraden A. 

Wir wollen nun zeigen, wie mit der vorhergehendeu Aufgabe zu- 
gleich die folgende gelöset ist. 

20 * 
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Aufgabe 4. 

„Es sind irgend sieben Punete als die Schnittpuncte dreier Ober- 
„flächen zweiter Ordnung gegeben: man soll auf lineäre Weise den 
„achten Schnitipunet construiren.” 

Bezeichnen wir die acht Schnittpunete dreier Oberflächen zweiter 
Ordnung mit 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und ziehen eine Gerade A durch die 
Puncte 1 und 5, so können wir, wie in der Auflösung der Aufgabe 1. au- 
gedeutet ist, zwei Kegel zweiter Ordnung construiren, die sich in der Ge- 
raden A schneiden und durch die fünf Puncte 2, 3, 4, 5, 6 hindurch- 
sehen. Diese Kegel gehen aber durch die sieben Puncte 1, 8, 2, 3, 4 5, 6 
hindurch: sie gehen also a®wch durch den Punet 7, weil bekanntlich alle 
Oberflächen zweiter Ordnung, die durch sieben Puncte hindurchgehen, 
sich noch in einem dureh diese bestimmten achten Punet schneiden. Der 
Punet 7 liegt also in der Curve doppelter Krümmung, in welcher sich die 
beiden Kegel schneiden. Nehmen wir nun die sechs auf dieser Curve 
gelegenen Puncte 2, 3, 4, 5, 6, 7 und den Punct 1 auf der Geraden A 
als gegebeu an, so lehrt die Auflösung der vorhergenden Aufgabe diese 
(erade 4 finden, welche durch den gesuchten achten Punct S hindurchgeht. 
Vertauschen wir endlich den Punct 1 mit irgend einem anderen Puncte 


2,3, 45, 6, 7, so finden wir auf gleiche Weise eine zweite Gerade A, 


welche die erste in dem gesuchten Puncte 8 schneidet. 

Um der angedeuteten Lösung der vorliegenden Aufgabe eine über- 
sichtlichere Form zu geben, wollen wir die angestellten Betrachtungen dazu 
benutzen, einen Lehrsatz über die acht Schnittpuncte dreier Oberflächen 
zweiter Ordnung herzuleiten, aus welchem unmittelbar die Construction 
eines dieser Puncte, wenn die andern gegeben sind, sich ergiebt:. Zu die- 
sem Zwecke wiederholen wir, dafs die Gerade 5y von der Geraden BB’ 
(so wie von @@') geschnitten wird. Wenn wir demnach die Kudpuncte 
BB‘ der letzteren Geraden, wie vorhin, durch die übersichtlicheren Zeichen 
B= 745,12) B’ == 756,25) ete. .... darstellen, so haben wir, da # der 
Schnittpunet von A? und 45, 7 der Schnittpunct von Ab und 34 ist, und 
die Puncte I und 8 in der Geraden A liegen, gauz analog: # —= (812,45), 
y == (861,34); woraus sich folgender Liehrsatz ergiebt: 


lWehrsatz 2 
„Wenn die 8 Schnittpuncte dreier Oberflächen zweiter Ordnung mit 
„23, 4 5, 0,7, 8 bezeichnet werden, so liegen die 4 Puncte 
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(812,45), (861,34), (745,12), (756,23) 
„oder, was dasselbe ist, die Schnittlinie (745,81?) und die beiden Puncte 
„(861,34) und (756,23) in einer und derselben Ebene.” 

Man erhält aus diesen andere Relationen, wenn man die Zeichen 
für die 8 Schnittpuncte beliebig vertauscht. Wir bezeichnen ferner die 
Gerade %y mit (812,45) (861,34) mit (IV), die Gerade BB’ mit (745,12) 
(756,23) mit II und auf analoge Weise die Geraden: 


(734,61) (745,12) mit I (834,61) (845,12) mit (1) 
(745,12) (756,3) - I (845,12) (856,23) - (ID) 
(756,23) (761,34) - IM (856,23) (861,34) - (IM) 
(761,34) (719,45) - IV (861,34) (819,45) - (IV) 
(712,45) (723,56) - V (812,45) (823,56) - (V) 
(723,56) (73461) - VI (823,56) (834,61) - (VD). 


Diese Ausdrücke sind so gebildet, dafs jeder folgende aus dem vorher- 
gehenden entsteht, wenn man für I, 2, 3, 4, 5, 6 respective 2, 3, 4, 5, 
6, 1 setzt. Die ersten auf diese Weise bezeichneten sechs Linien bil- 
den nun ein nicht ebenes Sechseck A, dessen gegenüberliegende Seiten 
sich schneiden. Man kann daher durch je zwei gegenüberliegende Seiten 
dieses Sechsecks eine Ebene legen. Diese drei Ebenen schneiden sich in 
dem Puncte 7. Ebenso bilden die zweiten sechs Linien ein Sechseck B. 
Legt ınan durch je zwei gegenüberliegende Seiten dieses Sechsecks eine 
Ebene, so schneiden sich die drei Ebenen im Punecte S. In jedem dieser 
Sechsecke schneidet also jede ungerade Seite jede gerade Seite. Wenn 
wir aber die beiden Sechsecke mit einander vergleichen, so finden wir, dafs 
jede gerade Seite des einen jede gerade Seite des andern und jede un- 
gerade Seite des einen jede ungerade Seite des andern schneidet. Denn 
es schneidet z. B., wie oben bemerkt wurde, die Gerade II die Gerade (1V'). 
Da aber (IV) in II und II in (VI) übergeht, wenn man statt I, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8 respective 5, 6, 1, 2, 3, 4, 8, 7 setzt, so schneiden sich auch Il 
und (VI). Endlich schneiden sich die Geraden IH und (II), weil beide in 
derselben Ebene 123 liegen, etc. .... Um die Endpuncte des Sechsecks A zu 
bestimmen, verbinde man die Puncte 1, 2,... 6 der Reihe nach durch gerade 
Linien, wodurch ein Sechseck H entsteht. Jede Seite dieses Sechsecks wirt 
von der durch die gegenüberliegende Seite und den Punct 7 gelegten Ebene 
in einem Puncte geschnitten, der zugleich eine Ecke des Sechsecks A ist. 
Ferner wird jede Seite des Sechsecks H von der durch die gegenüber- 
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liegende Seite und den Punct 8 gelegten Ebene in einem Puncte geschnit- 

ten, der zugleich eine Ecke des Sechsecks B ist. Diese Bemerkungen las- 

sen sich nun in folgendem Satze zusammenfassen: 

Lehrsatz 3. 

„Von den acht Schnittpuncten dreier Oberflächen zweiter Ordnung be- 
„trachte man irgend sechs als die Ecken eines Sechsecks H und schneide 
„die aufeinander folgenden Seiten dieses Sechsecks durch Ebenen, welche 
„durch die gegenüberliegenden Seiten und den siebenten Schnittpunct 
„gelegt sind. Die Schnittpuncte der Seiten betrachte man in der Reihe, 
„wie sie auf den auf einander folgenden Seiten des Sechsecks H liegen, 
„als die Ecken eines zweiten Sechsecks A. Auf gleiche Weise bilde man 
„ein drittes, dem ersten H in dem Sinne der Peripherie einbeschriebenes 
„Sechseck B, von welchem jede Ecke in einer Seite des Sechsecks H 
„und in der durch die gegenüberliegende Seite und den achten Schnitt- 
„punet gelegten Ebene liegt. Alsdann liegen die Seiten der Sechs- 
„ecke A und B auf demselben Hyperboloid.” 

Wenn von diesen drei Sechsecken irgend zwei gegeben sind, so 
kann man durch eine leichte Construction das dritte finden. Sind nun von 
den acht Schnittpuncten 1, 2, ..... S dreier Oberflächen zweiter Ordnung 
die sieben ersten gegeben, so sind mit ihnen auch die Sechsecke H und 
A gegeben. Das Sechseck B läfst sich aber mit Hülfe der beiden ersten 
leicht construiren. Legt man, nachdem man diese Construction ausgeführt 
hat, drei Ebenen durch die gegenüberliegenden Seiten des Sechsecks 3, 
so schneiden sich dieselben in dem gesuchten Puncie 8. 

Königsberg am 10ten Mai 1843. 

















11. Joachimsthal, de lineis brev. et curwis curvaturae in superfieiebus. 155 


11. 


Observationes de lineis brevissimis et eurvis eurva- 
turae in superficiebus secundi gradus. 
(Auct. F. Joachimsthal, Dr. phil. Berol. ) 


1. 

Onaestiones circa lineas curvas in superficiebus curvis sitas, si per aequa- 
tiones differentiales solvuntur, saepenumero peculiari difficultate impeditae 
sunt. Quum enim superficies curvae aequationibus inter tres coordinatas 
exhiberi soleant, etiam aequatio differentialis tres variabiles ©, y, 2 earum- 
que differentialia implicabit, atque ope aequationis superficiei una variabilium 
ex. gr. z cum dz, d’z eliminari debet, quo aequationis differentialis sym- 
metlria amittitur. Nullo modo autem haec eliminatio evitari potest, nisi in 
singulis casibus, ubi aequatio differentialis aut est aut calculis idoneis fit 
differentiale completum. Cujus rei duo exempla nunc afferremus. 

Aequatio differentialis secundi ordinis, qua lineae brevissimae definiun- 
tur, ita (ransformari potest, ut pro superficiebus secundi gradus differentiale 
completum expressionis primi ordinis prodeat. 

Sit F(x,y,2) 0 aequatio superficiei cujusdam ad coordinatas inter 


se recltangulares relatae, et designemus En ar Tr litteris A, Y, Z: 
est aequatio lineae brevissimae in superficie F, quum planuım osculans cur- 
vae ad planum tangens superficiei normale sit 
Xldy d’z— dz d’y)--Y(dzd’e— dx d’z)-- Z(d&e d’y— dyd’x) —V 
sive 
1. deı(Yd’z— Zd’y)--dy(Zd’xo — Xd’z2)-dz(Xd’y— Yd’z) — 0 
et quum curva in superficiei #'— 0 sita sit, inerementa dx, dy, dz conditionem 
2. Adxz--Ydy--Zdz = 0 
explere debent. Ex aequationibus (1.) et (2.) rationes de:dy:dz deri- 
vari possunt, aut quantitates udz, udy, udz, ubi u factorem indetermi- 
natum denotat. Invenitur 
ud Z(Zd’2 — Xd’e) - YXd’y—Yde) 
EXP” Z)—-AXdc-+Yd’y-- Zd’z); 


II 
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sed aequatione (2.) differentiata videmus esse 
dXdxz--dYdy-dZdz — — (Ad’x-- Yd’y--Zd’z), 
quo habemus 
ud d’x(A’- Y’-- Z)--X(dXdxz- dYdy-dZdz) 
3.  udy = d’y(X’-+-17Y’-- 2) rY(dAdr--dYdy-+dZdz) 
|ude — 3X V°1 2) 1 Z(dXde1dYdy-+dZde). 
Multiplicando aequationes (3.) per dx, dy, dz et addendo, obtinemus va- 
lorem ipsius u 





4 u — KMır+zZ)(dedotdydyt+dzdtz) 
dx?-4dy: 2 4dz 2 
et multiplicando easdem aequationes per dX, day, dZ et addendo 


X (2472 +Z2) (ANA? +dYdeyıtdZarz Pe 
Wu dXdxe+dYdy+dZadz BE ans Kabedualt But icıy 


Quibus valoribus inter se comparatis oblinemus 
6. NdertaYay+dzis , MUX+Ady+Zds _dedirtdydiytdal?z _ 
dXdx+dYdy+dZaz | MPIPrRIZ dx:+dy?4+d2 


QOuam transformationem aequationis (1.) infra accuratius examinabimus. Duas 





fractiones ultimas aequationis (6.) differentialia completa esse adnotandunı est. 
4 
Si pro F(z,y,2)=—=0 aequatio superficierum secundi gradus sumitur 
> 


1. am -+-Py?+yz? + 2atyz +2P'zr 4 Iy'zy + 2a” 2 + 2P"'y--y'2z+0=0 


etiam fractio prima formulae (6.) fit differentiale completum; nam Gert 
ex aequatione (7.) 


\ Kaexc+yy+P'z-+e) dX — adz--y'dy--P'dz) 
} XyYa+Pßy+ez-4Pp') dY — X(y'de-- Pdy--a'dz) 
DZ: ) CK } a'y- Yy2 4 y'‘) dZ nn (Pd -- a'dy +yd2); 


ergo est 
dXdz-+-dYdy-+dZdz — 
Xaeda’-+ PBdy’+ydz’42adydz+2P'dzde-+Ny'dady), 


atque vides, esse 


dXd’c + 
d\adz’-- Bdy’+ydz’+2 
quo formula (6.) mutatur in 
4dlog|ede’+ Pdy’+ydz’+2a'dydz--2P'dzde- 2y'dzdy} 
— 4dlog{d=’+dy’-+dz’} 
-+dlog (ax -+yyt+ßz ta’ ’+HYac+ßy-+az+ pP") 
+ Be +eyyyzte/))=0, 


dYd’y-+dZd’z — 
2e'dydz+2P'dzdr-- 2y'dedy}, 


wi 


- 
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unde obtinemus integrale primum aequationis differentialis lineae brevissimae 
atyy+ Pre Very Bla tetyy2 0") 
8. _ € wi de dp Hdzi3 
an ada? +ßdy?+ydz?+2a'dyds+2%dzdc+2ydady ’ 
ubi quantitas Ü est constans integrationis. 
Quo ex integrali proprietates quaedam geometricae imprimis de curva- 
tura lineae brevissimae fluunt, quas nunc exponemus. 
Si brevitatis causa 
(tt Bst Hatte 
ada’+Pdy’+ydz- 2adydz+2P%dzde- 2, dedy—g 
dz’--dy’-1dz’ — ds’ 


i - 


ponuntur, aequationes (3.), (4.) et (8.) ita scribi possunt: 








udze— glex-y'yıP'z--a) = pdr 

,  Jady—eys+By4+ 024) = pd’y 

8.7 udz —q(Pz-+ay-+yz- y)= pdz 
d? s ds? 


u = p ry , p zu en 





et quaeramus radium curvaturae, qui pro qualibet curva formula 
re; ds? 
‚Ale (dx? + d2y? 4d?2? _di sr): 
data est. Invenitur ex aequationibus (8.%) 





p(d’ x 4 d’y?+.d?2°) aa wds--g’p nn pPes- y’p, 











ergo est 
Brut 2. a Dan Grdst 
pda dy di ds) — pp — p 
ei 
(d? x? +d?y?+d? 2? —d? s?)® ” C 
ds pi 


Radius curvaturae lineae brevissimae formula simplici data est 


B3 


1 ‘ AT] uU4N\2 / | | ‘ I|_ aAtı\2 | sau 4 | 4IN\2T: 
= Gert yHhzte’Hyathytaz + PB YHRAEtaytyetyyP. 


(antum a coordinatis puncti in superficie pendeat, at- 


ii 
Ü 
que pro lineis brevissimis ex eodem puncto exeuntibus idem sit, nullo ne- 
gotio derivatur theorema sequens: 

I. Formetur in superficie secundi gradus triangulum, cujus latera 
sint lineae brevissimae, et radii curvaturae singulorum laterum in angulis 
ex ordine per 0, Qi, @&2, &, 0, @; designentur, producta e tribus radiis 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 2. 21 


Quum factor ipsius 
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non contiguis conflata aequalia sunt, sive 


9,90; = 0,9%0;- 


3. 


Sed integrale primum ipsum interpretationem geometricam admittit, 
unde ad formulam pro radio curvaturae facile perveniri potest. 
Simplieitatis causa sit aequatio superficiei secundi gradus haecce 


te ee | EEE 
u ui! 


7 b |'e 
quo integrale primum (8.) wutatur in 
x? y? We C dx?’+dy?-+dz? 


b* Ben dz?: , dy: dz? 


11. 








a'b | de 
Fingemus diametrum superficiei, eujus aequatio sit $:n:{—!:m:n, sunt 
m 


. . : . . l 
coordinatae punctorum in quibus superficies a diametro secatur + —, + —, 
a, e 


n l? m? , mn? \?® i 2. A . 
+ et 0 = (- oo ”—) ‚ ergo longitudo semidiametri aequalis 


" a h 
(12 +m? tn? ä . (dx? +dy?+dz?) 
TE ,„ unde videmus — 
er A u 





; esse longitudinem semi- 





re DEE 
diametri D, cujus directio tangenti lineae brevissimae parallela est. Designe- 
mus littera PP distantiam centri a plano tangenti superficiei in puncto (z, y, 2) 
Er nY ı &2 1 


sive a plano r 





— 1, habemus formulis notis P? — —— En 

b 'e A 
a ' ber 

. » . [2 1 a» . 1 

ergo loco aequationis (11.) scribi potest m ir en 1, quae 

relatio hoc modo pronuntiari licet: 


II. Sint A, A’ duo puncta superficiei secundi gradus, P, P’ distan- 
tiae centri a planis tangentibus in his punetis, D, D’ semidiametri super- 
ficiei, quarum directiones tangentibus lineae brevissimae per A et 4’ ductae 
in A et A’ parallelae, habemus PD=P'D.. 

Quam relationem cum theoremate noto de sectionibus Conicis fere 
congruere adnotare juvat, scilicet cum theoremate de parallelogrammatis 
sectioni conicae eircumseriptis et diametris conjugatis superstructis. Quum 
planum osculans lineae brevissimae per normalem superficiei transeat, cur- 
vatura lineae brevissimae curvaturae sectionis planae aequalis est, quae per 
normalem superficiei et tangentem lineae brevissimae ducitur. De sectionibus 
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per normalem in puncto quodam A superficiei secundi gradus ductis valet 
I ui 

TER litteris P 
et D similia ut supra significantibus.. Quum pro lineis brevissimis inter P 


theorema, curvaturam in eodem puncto esse aequalem quantitati 


2 2.2 ne > \ 
et D relatio PD — 76 intercedat, curvatura Ä sive de multatur in P°C, 


qui valor cum valore ipsius vr formula (9.) derivata omnino congruit. 
Habemus igitur theorema sequens: 


II. Sint A, A’ duo puncta superficiei secundi gradus, P, P’ di- 
stantiae centri a planis tangentibus, A, K’ curvaturae lineae brevissimae per 
A et 4‘ ductae in his punctis, habetur relatio 

m _ Wr 

kW pe 
Nee non existit theorema simile de sectionibus conieis, scilicet hoc sequens: 
sint A, A’ duo puncta sectionis conicae, P, P’' distantiae centri a tangen- 
tibus; (A), (A) curvaturae sectionis conicae in his punctis, a, b semiaxes 


P> ‚vw pr (A) P> nu 
m’ (RK) nn abe .„ ergo (K) -— Ps‘ Si super- 


ficies secundi gradus rotatione orta est, quum planum tangens ad meridianum 
normale sit, perpendiculum a centro ad planum tangens ductum, idem est, atque 
perpendiculum a centro ad tangentem meridiani. Est autem, si iisdem designa- 


. . . Tr r P> KR >» L 
tionibus, ut supra utimur, K — CP’, (K) — a erg -Ca@B, sive: 


curvae, habetur (K) — 


IV. In superficiebus secundi gradus rotatione ortlis ratio curvaturae 
lineae brevissimae ad curvaturam meridiani pro singulis lineis brevissimis 
ımmutata manet. 

Quod theorema pro linea geodetica el. @udermann proposuit. (CF. 
hoc diarium T. XV1l.) Quum sectiones per normalem superficiei ductae, 
quae cum sectionibus principalibus angulos aequales efficiunt, curvatura 
aequali gaudeant, derivatur e theoremate (1.) tanguam corollarium: 

V. Si in superficie secundi gradus triangulus formatur, cujus latera 
sunt lineae brevissimae et duo anguli sectionibus principalibus dimidiantur, 
etiam tertius angulus per secliones principales in partes aequales dividitur. 


4. 


Si integrale completum aequationis differentialis lineae brevissimae, 
quod praeter CE adhuc aliam constantem arbitrariam amplectitur nan- 


. . . [} [) . x’ | 2 f 3? 
eisci volumus, ex integrali primo (11.) ope relationum — +7 +— —1, 
Ze ; 


21% 
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xrdx dy sdz n.0ch8 Te j 
m; > — 0 una variabilium eliminari debet, qua aequationem 


differentialem primi ordinis obtinemus, quae nisi relatione satis complicata 
integrari nequit. 

Dedit autem vir celeberrimus Jacobi formulas memorabiles, quibus 
coordinatae puncti ellipsoidae tanguam functiones duarum variabilium, quae 
sunt argumenta curvarum curvaturae, exhibentur, atque integrationem com- 
pletam aequationis lineae brevissimae proposuit. Quam hic paucis verbis 
demonstratam adjungimus, quum facile ex illo integrali primo (11.) sequatur. 

Illae formulae sunt 











| a rar; i 
2 =: V(—-) SIU y(e sın w — b cos — di), 
yv — yb.sınWcosgy, 
/ ( P 
2 1 ( ) cos y(c—b sing’ — a cos 
c—u | 
e quibus levi calculo eruuntur 
ar, yv’ıza r 
abe ( 4 ze :) — (ae0sg- dsing?) (esiny’-- bcosw), 
dx’ Lay +de? — 
(b—.a)cosy’-- (e—b)sin y?) jacosp’ +bsinp?)dp! | (esiny?+boosy?)dy? 
ı\ A 'Ye—bsing: —acosp? | esinw?+bcosw?—a)’ 
dx? $ Br n 
a Big > 
gt dh dg? day? 
\b— a) cosy’- (c—b) sin) de 7 2 , _ }. 
Y acosp esiny? + cos ıy a 


Quibus valoribus substitutis integrale primum (11.) mutatur in 








. ON Ip? dw? 
-bsing‘)(esin ?+-becos yr)) Bi m a ur 
TR AB. PNe- bsinp?-acosp? | esiny®+bceosw? —u 


abe les Feng) dp: , ln Air Lt 























c—bsinp? —acosp: | cesinw?+bcosw?: — a 
aut ın 
(a cos p? +bsin p?) (e ein pt +boosy? — abeC)dp? 
c— bsinp® — acosgp? hr) {0 
(esinp? +bcos w?)(acosp? +bsinp? —abeC)dy? 0 
esinw?+bcosw? — u “BEER 
unde statim ad integrale completum pervenitur 
P (a cosp" +bsinp? do 
win » er —bsin p: — (1008 2)t (abeC—acosp? —bsin p*)% 





u. (e sin 2 +bcosy?)idy pe 
(e sin? +b cosw? — a) (esiny? +bcosw? — abe C)$ ' 











11. Joachimsthal, de lineis brev. et curvis curvaturae in superficiebus. 161 


Quod est integrale ab ill. Jacob: propositum, si ponitur abe — b—P. 
(Cf. hoc diar. T. XIX.) Constans arbitraria © directione lineae brevissi- 








mae in quolibet puncto determinatur, ut relatione supra inventa PD — ; 
perspicuum est. 
5. 
Aequationem lineae brevissimae F—0, ubi ponitur 
V—d’s(Ydz— Zdy)+d’y(Zde— Xdz)+d’z(Xdy— Ydr), 
in aliam transformavimus (6.) 
dXd?r+dYd’y+dZadrz , KAN+YAY+ZUZ _drdirtdydıytdsdız , 
dAXdx-+dYdy+dZaz AHr+Z dx?®+dy?+dz? j 
Quae fractiones si in unam Conjunguntur 0, ubi @ est productum e 
singulis denominatoribus, et numerator P cum V comparatur, mox invenies, 
P esse producto VW aequale, ubi 





W — dX(Ydz— Zdy) dY(Zdx— Xdz)| dZ(Xdy — Yda), 


Transformatio igitur aequationis differentialis lineae brevissimae in eo con- 


r 


or „ eu 1 ) 
sistit, od V = 0 per factorem ‘9 Multiplicetur. Neque inelegauter haec 
multiplicatio trausigitur ope formulae memorabilis, quae docet, productum e 


factoribus 
Im'n" —m‘'n‘) - Mai — nn“) -, RE — mn), 


LK (uv" — u” v/) 4-4 lu v— ur')+ 4" (ur'— u'v) 
conflatum, esse 


A(B'C'’— B'C') -B(C 4" C'4) -C(4B"—4'B'), 


ubi sunt 
A Be Iı-; lir- er, 4’ Ba lu | u + U’u . A''- !y | I y' " lv", 
B — mi--m’/i’ m’, B’— mu-: m/u'- Lmttut, B'' — mv --m’v'--m''v”, 


I © | 


C=nı--ni nu, U—nu-nwtntu, C'—= m-.n'v In" 
Substitutis valoribus ipsorum [, mm, nr, .... ex expressionibus Pet W, ut 
in hoc paragrapho pe sunt, sumtis, habemus 

B'" — (Ü —= Xdx--Ydy-- Zdz — 0; 

4’ —= Ad’ı-- Yary +-Zd’z — —(dX dx- dYdy -dZdz), 
ergo fit 
VvW=(#-+-Y°42Z)(de’--dy’--de?)(dXd’x--dYd’y-dZd’z) 

HKdX--YdaY--ZaZ)(de’- dy?’-dz’)(dXdx--d4Ydy -dZdz) 

— (A’+-Y°-+Z)(ded’c+dyd’y--dzd’z)(dXdx--dYdy--dZdz) 


r 


vW Ei : 
unde g cum laeva parte aequationis (6.) congruere videmus. 
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4 7 


Notatu autem perdignum est, quum 9 pro superficiebus secundi gra- 
dus fiat differentiale completum expressionis primi ordinis, aeque ac aequationis 
secundi ordinis V—0 integrale primum nacti sumus, multiplicatione per OÖ 
instituta, aequalionem primi ordinis W—-0O pro iisdem superficiebus, multi- 
plieatione per : facta, integrari posse. Neque ullus novus calculus ne- 


cesse est, nisi eliminatio ipsorum dx, dy, dz ex aequationibus W =0, 








— dır- 2 dy- - -dz—0 atque relatione = = - Lues ee + = + Fe 
d + 
Nec non sine negotio ab aequatione W —-0 simili modo ad aequa- 
vw a 
(ionem — = 0 pervenire possumus, ut ın $. 1. ab aequalione V’—0 


Nam aequationes 
da(ZdaY— YdZ)- dyXdZ — ZdX)-+dzs(YdX— XdY) —= 0, 
Adz--Ydy-+Zdz — 0 
et hoc systemale aequationum repraesentari possunt, in quo u factorem in- 
ddeterminatum denotat 
ude — (X? —- Y°-- Z)dX—- X XdX-YaY-Zadz,, 
udy &X°--7°-- Z)dY— YXdX--YdaY-ZdZ), 
udz = (X- 7 -Z)dZ — Z(XdX- YdY- ZdZ,. 
Multiplicando has aequationes per dx, dy, dz et addendo obtinemus 
uldar--dy’ de’) = (A’-+- + Z)dXdce-+dYdy-dZdz), 
atque multiplicando per d’x, d’y, d’z et addendo, 
u(de d’xc- dyd’y -dzd’z) = (A’-- Y’--Z’)(dAd’c--dYd’y- dZd’z) 
(dXdx--dYdy- dZdz)(XdX Yay- + ZdZ), 


unde obtinemus dividendo 








dAd?c+dYdy+dZdz , Ad \+rrar +ZdZ dxedr+dyd’y+dzd?z 0 
d\dxe+tdY dy-+-dZdz X?IY:1Z | dx? +dy? Jedzr!! 


ut supra 
6. 

Aequatio WO ad curvas curvaturae perlinet, quae nota proprie- 
(ate gaudent, lineae normales superficiei in duobus punctis infinite propinquis 
et in his curvis sitis ductae concurrere. Est enim aequatio lineae normalis 
in punclo X, y, %, 

$—23:n—y:{—z = A: T:Z 

et in puneto infinite propinquo 


s— 2 — dre:n -y—dy:{—z—dz = A-dX:Y- dY:Z+dZ. 
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Quae aequationes etiam hoc modo repraesentari possunt : 


$—- 2 —=1ÄX S— re = dr--u(Ä-+dXÄ) 
n—y=IıY n—y = dy--u(Y-+dY) 
b—z—ıl G—z — dzs-u(Z-+dZ). 


Si hae lineae rectae punctum quoddam commune habent, pro hoc puncto 
fieri debet 

.X — dre-u(Ä-+dX), 

.Y = dy--u(Y--dY), 

,Z — dz-u(Z-dZ), 
unde eliminando quantitates 4 et «u aequatio prodit 

dz(ZdY— Yaz)—-dy AdZ— ZdX)- ds(YdX— XdY) — 0, 
sive W — 0. Si aequatio superficiei ad formam simpliciorem f(x, y)—z 0 
reducta est, aut, quod fere idem, si de projectione curvarum curvaturae 
agitur, ei positis 
ep, Fa Be —1t 
dA — rde--sdy; dY = sdr-+tdy; dZ — 0 

aequatio W=—- 0 in aliam magis usitataım redit, 
dy? (1 )s— pgt} + de dy (14 g)r— (1--pP)t! — derl(1-- pP)s— pgr) =. 


2 





Pro superficie secundi gradus >. 5.43, I, aequatio W — 0 fit 
a'b 'ce 
13. ael£. 7 —2.7)- rw e> wein... Pr FR Er 0 
e b WET Euer wer ce al! b a a b 


sive 
14. dydz(c—b)r-+-dzde(a— c)y- dedy(b—a)z — 0. 
Adsumta relatione — dx -- 7 dy- - dz—0, rationes de:dy:dz, quae 
curvarum directiones determinant, erui possunt. (Quum autem aequalio tan- 
gentis in puncto cujuslibet curvae sit 
$— 2:n—y:5—z —= dr:dy:dz, 
videmus tangentes curvarum curvaturae aequationibus 
15. (M-Y)E-2)eHe-r6—)E- 2) )y--E-2)W-Y)b-a)2—0, 
16. G-) ta -NzrE-Dz 0 
exhibentur, sive tanquam intersectiones coni (15.) et plani (16.) (tangentis 
videlicet superficiei) per illius cuspidem transeuntis. In cono (15.) innu- 


merabiliter tria latera inter se rectangularia inveniuntur, ex. gr. lineae rectae 
quae per punctum ©, y, & axibus superficiei parallelae ducuntur. Quum 
enim expressiones (S—x&)’, (7„—y)’, (5—2)’ in aequatione coni desint, notum 
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est, conum plano, per cuspidem {ranseunti et ad latus quoddam normali in 
duobus lateribus inter se rectangularibus secari. Tale planum est planum tan- 


gens (16.), quod per cuspidem coni transit, et ad latus coni $— 2:n— y:{—z 


4 , Y 
abc 
directiones curvarım curvaturae igitur inter se rectangulares sunt. Quod 


sive ad normalem superficiei secundi gradus perpendiculare est; 


theorema notissimum simili modo pro omnibus superficiebus ex aequatione 
generali W — 0 derivari potuisset. 

Conus (15.) variis proprielatibus praeditus est, ex. gr. omnia puncta 
quorum normales normalem puncti (2, y, 2) secant, in interseclione coni et 
superficiei secundi gradus sita sunt. 


7. 
Relationen 


= y: Pr 7) si dy? =.) 
a? + b? ' ce? a b C 
dx?+dy?+dz? 
non solum ad lineas brevissimas, sed etiam ad curvas Curvaturae pertinere 
supra ostendimus. Quae curvae quum aequatio differentiali primi ordinis (13.) 
z dy v dz\ | x dz de\ | y dx x ‚ 
(2.4731, 2 2uge_ Mm _o 


eb BB. ac ce’ a Bu ab 





» .» . . . . . Fe j f . 
definiantur, ex his duobus aequationibus ope relationis — da zdy + = dz 
u @ 
— 0 differentialia dx, dy, dz eliminare, atque integrale aequationis (13.) 
nancisci possumus. (Quam eliminationem nunc adgrediamur. 





Ponamus 
2° g | A ‚ zdxr , yd Yy., 2dz ap 
1? I b q | ec? Ber } 3 a? = DB: 2 ce? ma 9 


ex illis tribus aequationibus caleulo jam saepius adhibito invenitur 


717. dx x xq 
en 2 Wa ner ==; A 
Y dy f . ’ 
Cayo dr ee 
ÜCdz - p = u | — u a Fur \ 
—(l 
Multiplicando has aequationes per E = et addendo, quum pars 
laeva ipsi g aequalis fiat, habemus 
> gr s. 
a: Bee, Sn 





p—aC " p—bC ! p—cC' 
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Quae aequatio differentialibus libera cum aequatione superficiei secundi gra- 
dus combinata curvam curvaturae determinat. Sed in simpliciorem formam 
redigi potest. BReducitur primo ad 


FERNE -+-C?(be--ca- 1 een 
(tat) rer Erler tat 





© mim: £ ab 2_\ 
4 ce, reaz ig bi 
| z? y? y? 
sive ad 
be-- ca-- ab\v— P ne > | = A "| ub>.\ 
C*(be--ca-- ab)p— abe ©’ — pl — et ee bey} ca E ; tab", |» 
: r? ; 2 2 ‚2 R 

vel quum sit a s I 1, pP = = + ,„ aequatio transit in se- 
quentem 

er Te, res > = ya ya 
18. € Kb c)—+(e+a)z+(a b) jabel == = | It Zi. 


Est autem 





sive 

b x |, y* |, 2° b b due 2 Lu 2 | 
abe\ ; 1351 5) (ad rac+dc)— z(drE)— y(c+a)—z'(a+b), 
atque 
b x? g h 5? (- y? 3? 
(+0) — 1 (e} a) (ar Er (a--b--c)\ — ar 3 


= atbte— (et yt2) 
Quocirca aequatio (18.), si hg a’b’c? multiplicatur, mutatur in sequentem: 
ed eCja+b+c— r—y’—z’}—ab’e’ 
— abc C |ab- Yu Ar (b-+0)—y’(c+a)—2’(a-+b)}, 
sive in RL 
— abeC(ab-+-ac-+be)- WE O’(a-+5d-+-c)—ab’c C° 
— — abeC{r’(b-+c)+y(c+a)+za-+b)}- AU y?-2?), 
quae congruit cum 
(a—abeC)(b—abeC)(c—abelC)— abc 
— (b—abcC) (c—abceC)a’-+(c—abeÜC)(a—abceÜ)y?’ 
+(a—abcel)b— ubeÜ)? —ber’— cay’—abz?’, 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 2. | 22 
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vel quum sit 
abe — bex’--cuy’--abz’ 
haec ultima aequatio denique mutatur in 


x” Ä y? Ä 32 
19) 1 R" PERER 
a— abe . b— abe l ce — abe(Ü 
Quod est theorema viri elar. Dupin intersectiones superficierum confoca- 


lium secundi gradus esse curvas curvaturae. 








Varia theoremata adhuec exstant, quae tanquam amplificationes theo- 
rematis modo demonstrati spectanda sunt, ex gr. hoc sequens: si normales 
punetorum A et B superficiei secundi gradus concurrunt, linea recta AB 
quamlibet superficiem confocalem in duobus punctis eadem proprietate gau- 
dentibus secat. Quae nune praeterimus. 

8. 

Ex illis, quae supra exposita sunt, sequitur, ut etiam pro curvis cur- 
vaturae relatio PD — ” valeat, litters P et D similia ut supra de- 
notantibus. Diametri autem duobus taugentibus curvarum Curvaturae in quo- 
libet puncto superficiei secundi gradus parallelae axes prineipales sectionis 
conicae S sunt, quae superficie secundi gradus et plano diametrali plano 
tangenti parallelo determinatur. Quod theorema elegans itidem viro_ clar. 
Dupin debetur, atque hoc modo demonsirari potest. 

Ut vides, axes principales sectionis conicae, aequationibus 
2 r2 
| (N -- 2 EN 


da b ce 


20. RE 

(B) ww rtz-= v 
exhibitae, sive coordinatae 5, 7, 5 punetorum, quibus axes terminantur, quae- 
rendae sunt. Quum axes sectionis conicae diametri maximi et minimi sint, 


quantitas 5°--7°--° maximum et minimum fieri debet, ergo ad determinatio- 


I 


nem quantitatum $:n:{ praeter (A)—=0, (B)—=0 novam aequationem oh- 


tinemus, si, positis -- 7" 5 A(A)-+-u(B)=V, ubi 4 et « sunt constantes, 


ü ti ıb e d V an 0 d r ER d v Bun r et li ® { d 
ex aequalionihus Er — Un 7, —= Ur gg U» 4.66 m eliminantur, quod e 
theoria maximorum notum est. Habemus autem 
AV £ ee & 
4 — = S — 1 - a 0, 
de 7 2 7 
AV N u 2 
1 gun ” tn. re — 
Z dn —_—— 1] % b | > . h Ö, 
d V DZ 5 ı x 
De m EA, In er 
“4 MET 2 € y 
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atque eliminatis 4 et w« obtinemus 

enS(b—e)--vös(c—u)-- zin(a—b) == 0. 
Quae aequatio cum aequatione B — U conjuncta, duas lineas rectas, scilicet 
axes seclionis conicae S, determinat; has autem tangentibus curvarum cur- 
vaturae, quae aequationibus (15.) et (16.) exhibeantur, parallelas esse, mani- 
festum est. 


Nullo caleulo usi essemus praemisso theoremate supra laudato: cur- 
ae 
valturam sectionis normalis quantitati D: aequalem esse; quum enim tangen- 


tes curvarum curvaturae directiones maximae et minimae curvaturae deter- 
minent, statim sequitur, ut axibus ipsius S parallelae sin. Nec non hujus 
theorematis variae amplificationes exstant, de quibus per aliam occasionem 
agemus. 


9. 

Si semiaxes seclionis conicae S per D, D‘ designautur, habemus 
PDD'=y(abc), quum parallelepipeda superficiei secundi gradus eireumscripta. 
et tribus diametris conjugatis superstructa producto e axibus superficiei conflato 
aequalia sunt. Sed supra invenimus PD — 20 ergo habemus D’— y(abeC). 
Si igitur in duobus punctis A,, A, in eadem curva curvaturae silis, tangentes 
T,, T, curvarum curvaturae alterius systematis ducuntur, diametri D\ , D\ tan- 
gentibus T,, T, parallelae inter se aequales sunt. Sed omnes illae tangentes 
T,, T,, quae, ut manifestum est, ad tangentes curvae curvaturae per puncta 
A,, A, transeuntis, normales sunt, superficiem in planum explicabilem formanı, 
ut cl. Dupin primus demonstravit; ergo habemus theorema sequens: 

VI. Si superficiei secundi gradus superficies in planum explicabilis 
eircumscribitur, et curva tactionis est curva curvaturae superfieiei secundi gra- 
dus, diametri lateribus superficiei explicabilis parallelae, inter se aequales sunt. 

Secundum formulam (19.) curva curvaturae pro qua est D’— y(abe() 
intersectio superficierum confocalium est 

2 2 5? 2 ‚a 3? 
=+r .ar5 FERN at * Be! Per = A 


ergo habemus theorema, e quo praecedens tanguam corollarium fluit: 








VI. Ducatur per centrum superficiei secundi gradus 


K r? y® Ä ed N Y 0 
Eee rer Be 


planum, plano tangenti superficiei in puncto A parallelum; et sint D, D' 
22 * 
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semiaxes principales sectionis conicae superficiei (K) et illo plano deter- 
minatae; habentur sequentes aequationes superficierum confocalium per A 
trauseuntium, 


L) A gr 2? ei 

( a—D: ' b—D" c—D: 
‚2 ‚2 | 22 

(M) Be 4 — 1, 





a—D: |! b—D: ! c—D: 
et adnotandum est, tangentem intersectionis ipsarum (L) et (K) in puncto 
A semiaxi D, et ipsarum (M) et (K) semiaxi D‘ esse parallelam. 
E praecedentibus sponte Jluit, omnes lineas brevissimas, relationi 
2 2 =? 2 | ‚2 2 
I IB A vie PR er. da + dr + dz 














ale da? ı dy? ‚da? 
a b ce 
satisfacientes, eandem curvam curvaturae tangere, relationibus 
xt, y? 2,2 r? Ä ‚2 „2 
ee = u. er nee ae 
a b' ce a—abeC 'b-abeC | e—abel 


determinatam. Quibus aequationibus, quum duae curvae curvaturae sym- 
metrice sitae determinentur, vides illas lineas brevissimas inter has curvas 
innumeras facere spiras. Fieri potest, si abcC major est quantitatibus a, b, ec, 
illas curvas curvaturae esse imaginarias; i. e. lineas brevissimas tali valore 
constantis C determinatas nullam curvam curvaturae tangere. Quod in hyper- 
boloidis contingere potest, sed nunquam in ellipsoida, ubi abc maximam quan- 
titatum a, db, c superare nequit. Quae quum manifesta sint, adnotasse sufficit. 


10. 
E praecedentibus novum neque inelegans theorema derivatur scilicet 
sequens cum ejus inversione: 


vıll. Si planum tangens ad ellipsoidam ita movetur, ut in super- 
ficie ellipsoidae curvam curvaturae describat, summa aut differentia angu- 
lorum, quos planum tangens cum utraque directione sectionum eircularium 
efficit, immutata manet. 

Quae propositio, si considerationibus analyticis uti mavis, hoc modo 


demonstrari potest. 
2 


. s ” x: . 5 z 
Sit aequatio ellipsoidae — wi 4 — 


- > -— 1, quae conjuncta cum 


C 
sequenti 


IE Be 20 z 
a—k Zu ee’ 


curyam curvaturae exhibet. Si per initium coordinatarum lineae rectae 


—— l 
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ducuntur, normalibus in iis punctis superficiei, quae curvam curvalurae con- 
stituunt, parallelae, conus secundi gradus oritur. 


Est enim aequatio illarum rectarum 
za  yb zC 


7? 
sed 





Er 1 I 7.7 Mm (2) | 0 
a—k  b—k'c-—hk av ‚ 

ergo aequalio coni 
za, y:b, ze 


gen Yang ums Arms Tod, 


et aequaliones lJinearum focalium, quae ut scis, cum omnibus lateribus coni 
angulos efficiunt constantis summae aut differentiae, formulis notis inve- 


N) area) 0 


Omnes ejusmodi conos iisdem lineis focalibus ad direetiones sectio- 
num eircularium perpendicularibus gaudere vides, unde (heorema propositum 


niuntur sequentes 


sponte fluit. 
11. 


Coronidis loco quum de superficiebus confocalibus sive ex iisdem 
focis descriptis saepe locuti simus, novas aequationes conditionales inter 





coeflicientes talium superficierum adjungamus. 
Exhibeantur superficies aequationibus 





21. am-tby-tc!12dyz-t2lezr-t2fey —1, 
22. datby’-- ce’ -2dyz--2ezr-42fey — 1. 


Quum superficies, ut notum est, inter se rectangulares sint, pnneta curvae 
intersectionis conditionem explere debent 

0= (ar +fytez)(artfytez)+(fe+by+de)(fo4by4de) 

+(ex-+dy-+cz)(ex--dy--.cz). 

Subtrahendo aequationes (21.) et (22.) obtinemus 
0 — (a—a') 2’ (b—b/)y’-- (ec) Xd—d)yz +Xe—e')z2-+Xf—f)ry: 
Quae aequatio quum praecedenti congruere debeat, habemus aequationes con- 
ditionales, in quibus « factorem indeterminatum designat: 

aa--ff' ee —=u(a—a), aftaf-+fb- "b+edted—N2uf—f‘), 
Tb -dd— ud), ae+aeifdifdteetec—2ule—e)), 
ee dd ce —u(e—c), fe-fe+bd-+Wd-+dec+de—N2u(d—d'). 
Elegantiores nanciscimur aequationes ope theorematis sequentis: 
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IX. Si planum ita movetur, ut productum e distantiis plani a centro 
superficiei secundi gradus datae et a polo respectu hujus superficiei immu- 


tatum maneat: planum mobile superficiem tangit ex iisdem focis descriptam 
atque data. 


Cujus propositionis demonstratio, aequatione superficiei in formam 
simplicem (10.) reducta, nullo negotio peragitur. 


Sit (7,y,%) punctum superficiei (22.) habemus aequationem plani 
tangentis in hoc puncto 


Tv 
co 
a 
N 
.. 
rn 


+es)5-(fetbytdzyn+e a dy--ez)E —1, 
et sit (l,n,n) polus hujus plani „erh superficiei (21.); aequatio (23.) 
cum sequenti congruere debet: 


24. (al fm -en)S--(fl--bm--dn)n--(el--dm ren) = 1, 


ergo coordinatas /, m, n aequalionibus determinatas vides hisce: 


| al fm+-en = ds-tfy-ez, 
25. fi +-bm-+dn = ffc+b'y-d'z, 
| el+dm-+cn=ec-+dy-.c'z. 


SSeribatur brevitatis gralia 


gabe — ad’ —be'— cf 2def— 4A, abe —ad”"—b’e"— cf” 2def'—= 4 





sc— dd‘ = A, be —d’ —= 4, 
ca—e‘ —=B, ca—e” —B, 
26. } s—f. —=Lt, “a — "EC, 
ef-ad=D, ef—ad‘—=D‘, 
(db u, fd —be — E', 
| de— cf F', de'—c'f' = 
“z--fytez=P, 


27. 1 fa+b'y-dz 0, 
| ez--dy+cz—R. 
k. (25.) derivantur aequationes 
| It = AP-FO--ER, 
28 ı Jm—= FP- BO-- DR, 
| In = EP-DO-CR, 
et distantia d puncti (l,m,n) a plano (23.) 


pe ya PlI+-Om+ Rn—1 2 l „ABO! TER? F2DORF2ERP+2FPO-4 


(p24 02-+.R2)? et E (PO? RB) 
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Distantia d* centri ab eodem plano (23.) est aequalis 
 — + 3 
ri (P: 4 0: + R?)% ’ 
et quum productum dd” quantitati constanti H aequale sit, habemus 
AH(P’--Q--R’) — AP’--BQO’ CR -2DOR -2ERP | 2FPO — 4 
sive 


29.1=(7 —H)P'+(7 —H)0- (5 -H)R'2Dor+2® Rp} 2!Ppo. 


Aequatio (23.) scribi potest 
zP-+-yO0-zR=— 1; 


aut substitutis valoribus ipsorum 2, y, 3 ex aequationibus (27.) derivatis, 
30. - (AP’--B’Q'-- CO R’--2D’OR--2E'RP12F PO) — 1. 


Quum aequationes (29.) et (30.) inter se congruere debeant, habemus 
4 A b DB 6 D’ DE E F F 
BE Er U N ya 
ergo coefficientes superficierum confocalium (21.) et (22.) conditiones explent 
(A #& __ B B' 6 C 
A iz RT) Ze 

D' 
- 7, 

E 
= 57 

F' 


— 


T°' 





3. 





NEESTEIIER 


\ 


Berol. Jan. 1842. 
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12. 
Ueber die Normalen der Ellipse und des Ellıpsoids. 


(Von Hrn. Dr. Joachimsthal zu Berlin.) 


1. 

Di: Aufgabe, von einem beliebigen Puncte in der Ebene einer Ellipse 

Normalen an dieselbe zu ziehen, läfst keine T,ösung durch den Kreis und 

die gerade Linie zu, da sie von einer nicht redueirbaren Gleichung vier- 

ten Grades abhängt. Einige der Beziehungen zwischen den vier Norma- 

leu, welche von einem Puncte aus im Allgemeinen an die Curve möglich 
sind. sind in dem Folgendem enthalten. 

Wir beweisen zuerst nachstehenden Hülfssatz : 

Sind durch einen Hyperbelpunet 5 zwei Gerade den Asymptoten parallel 

und durch einen andern Hyperbelpunet @ eine Transversale gezogen, 

welche die Hyperbel noch in e, jene Geraden in d und e schneidet 


2 
so bleibt das Verhältnifs = unverändert, während die Transversale 
sich um @ bewegt. (Taf. II. Fig. 4.) 

Schneiden ab und ad die Asymptoten in P, P’, y, y', so ist bekanntlich 

v'ce—ya, Pb Pa und man hat 


‘ 





Id Sn} B'b 'b 'qa 
. - © — oder cd= 7 yYa-yıe= ns (y a—ye? nr): 
y'a p’a p’a P’a 7 b 
Ferner ist 
g' ba ya 
d (? a In a! ” _ / . 
Yn v'c-y'e — = v'c+ !Z ba — -| 
yc Pb / ar, IT Fa yc-+.ae, 
also 
Rh 'b cd 'b 
cd — —— (va— y'c—ae) = : 52 ce oder A, 4 . 
da p’a ce Ba 


Die rechte Seite der Gleichung hängt nur von den festen Puncten 5 und 
a ab, ist also unveränderlich, und hiermit ist der Satz erwiesen. Uinge- 
kehrt hat man den Satz: 
Bewegt sich um den festen Punct @ eine Trausversale, welche zwei 
feste Gerade in d und e schneidet, und man bestimmt in jeder ihrer 


: ie dd. 
Lagen einen Punct c dergestalt auf ihr, dafs das Verhältnifs — einen 
= ce 
constanten Werth erhält, so ist der Ort von ce eine Hyperbel, welche 


durch « und den Durchschnittspunct d der festen Geraden geht; ihre 
Asymptoten sind letzteren parallel. 
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Ist nun 5 ein Punct einer Ellipse (Fig. 5.), sind du, bs die Tangente 
und die Normale an demselben, os, ot die Richtungen der grofsen und der 
kleinen Axe 24 und ?B, und ow und dg auf der Tangente und der grofsen 
Axe senkrecht, so hat man 





bs  ov 
bg ou’ 
oder, da dg.ov—=B ist, 
B: 
bs nun = 
OU 
und, ähnlich, 
4: 
pe A 
ou 
also 
bs Ken B? 
BB 25 


Bewegt man daher um einen Punct ! eine Transversale, deren Durch- 


schnitte mit den Haupt-Axen s und Z sein mögen, und bestimmt auf ihr in jeder 
s A? 
it DB: 
versale eine Normale der Ellipse, so oft b auf dem Umfange der Curve liegt. 


Nimmt man den vorhergehenden Satz zu Hülfe, so erhält man folgenden Satz: 
Die Puncte, nach welchen man von einem gegebenen Puncte / Nor- 
malen an eine Ellipse ziehen kann, liegen mit / und dem Mittelpuncte 
der Curve in einer gleichseitigen Hyperbel, deren Asymptoten den 
Axen der Ellipse parallel sind. 

Analytisch folgt der Satz unmittelbar aus der Gleichung der Normale. 

2. 

Sind 2 Puncte « und 5 der Ellipse gegeben, so wird man zwei 
andere Ellipsenpuncte «, 5 finden können, deren Normalen mit denen von 
a und 5b sich in einem Puncte treffen. In der That ist dazu nur erforder- 
licb, die Durchschnitte der Ellipse mit derjenigen gleichseitigen Hyperbel 
zu construiren, welche durch a, b und den Mittelpunct der Ellipse geht, 
und deren Asymptoten den Axen der Ellipse parallel sind; oder auch die 
zweite gemeinschaftliche Secante beider Curven; die erste ist ab. Diese 
Aufgabe ist ein specieller Fall der andern: „Wenn von zwei Kegelschnitten 
zwei Durchschnittspuncte und aufserdem von jedem irgend 3 Puncte gege- 
ben sind, ihre übrigen Durchschnittspuncte zu finden,” für welche eine aus 
dem Pascalschen Satze sich ergebende Lösung bekannt ist. (Vergl. Steiner, 
„geometrische Constructionen” pag. 102.) Wendet man dieselbe auf den 


vorliegenden Fall an, so würde die Construction etwa folgende sein: 
Crelle’s Journal f.d. M. Bd. XXVI, Helft 2. 23 


ihrer Lagen einen Punct d dergestalt, dafs : ist, so wird die Trans- 
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Man bestimme den Ellipsenpunct B (Fig. 6.), d diametral gegenüber, ziehe 
von a eine Parallele mit einer Axe, welche die Ellipse in % treffen mag; 
die Gerade Bh trefle jene Axe in e, so ist e ein Punct der zweiten ge- 
meinschaftlichen Secante; einen zweiten Punct f derselben Linie erhält man, 
wenn dieselbe Operation in Bezug auf die andere Axe gemacht wird. Ist 
A der a diametral gegenüberliegende Ellipsenpunct, so ist der Durchschnitt 
der beiden Perpendikel, welche man in e und f auf den Axen errichtet, der 
Pol der Sehne AB. Ist nämlich ee das eine dieser Perpendikel, welches 
BA in & schneidet, und sind a‘, d’ die Schnitipuncte der Axen mit AB, 
so sind 5’ und &, A und B conjugirte harmonische Puncte; denn die Gerade 
4e (welche in der Figur nicht gezogen ist) bildet mit Be einen Winkel, 
der von ee und eb‘ halbirt wird, ee ist daher die Polare von 5‘, und 
ebenso würde das durch f gehende Perpendikel die Polare von «‘ sein. 
Der Pol von AB ist demnach der Durchschnitt beider Lothe; und analog 
ist der Pol von ef derjenige Punct, in welchem die beiden in «’ und Ö‘ 
auf den Axen errichteten Lothe sich schneiden. 


3. 
Diese Betrachtungen geben unmittelbar folgende Sätze: (Fig. 7.) 


I. Es seien a und 5 zwei Ellipsenpuncte; der Mittelpunct der Curve 
sei o; e der Durchschnitt der Tangenten an a und d, oder der Pol von ab; 
c’ liege ce diametral gegenüber, so dafs oc’ —=oc ist. Fället man von c‘ 
Perpendikel auf die Haupt - Axen, so wird die Gerade durch ihre Kufspuncte 
den Kegelschnitt in zwei solchen Puneten «, 5 {reflen, dafs die Normalen 
von a, db, @, PB in einem Puncte sich schneiden. 

1. Es schneide die Sehne ab die Axen in a’, 5b‘, und es seien 
a'y, b’y auf ihnen senkrecht, y' der dem Puncte y diametral gegenüberlie- 
gende Punct. Legt man von y‘ Tangenten an die Ellipse, so werden die 
Berührungspuncte «e, 9 die Eigenschaft haben, dafs die Normalen von a, b, 
a, B in einem Puncte sich schneiden. 

Der Durchmesser, welcher «/ parallel ist, ist demjenigen gleich, 
auf dessen Verlängerung e und c’ liegen; denn sie schliefsen gleiche Win- 
kel mit den Axen ein. Liegt 5’ dem Puncte / diametral gegenüber, so 


ist die Richtung «3° der Richtung «? conjugirt, und wenn man erwägt, 
dafs der zuletzt erwähnte Durchmesser der Sehne ab conjugirt ist, so folgt 
aus dem Vorhergehenden, dafs die Sehnen «Ö und «/’ gleiche Winkel mit 
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den Axen bilden. Nach einem bekannten Satze liegen aber dann die vier 
Puncte in einem Kreise; also hat man Folgendes: 

Ill. Sind a, db, «, $ vier Ellipsenpuncte, an welche man von einem 
Puncte Z! aus Normalen ziehen kann, so liegen je drei von ihnen, z.B. a, 
b, « mit dem Eillipsenpuncte /’, der 5 diametral gegenüber liegt, in ei- 
nem Kreise. 

Läfst man in (l.) «a und 5 zusammen fallen, so erhält man folgenden 
speciellen Satz: 

IV. Es seien & und «’ diametral gegenüberliegende Ellipsenpuncie. 
Fället man von «' Perpendikel auf die Haupt-Axen, so wird die Gerade durch 
ihre Fufspuncte den Kegelschnitt in zwei Puncten « und /? treflen, deren 
Normalen durch den zu e gehörigen Krümmungsmittelpunet gehen. (Fig. ®.) 

Ferner erhält man folgende Construction für die allgemeinste Auf- 
gabe, auf welche noch der Kreis angewendet werden kann: 

V. Es sei /b eine Normale eines Kegelschnittes am Puncte b des- 
selben: man will von ? noch alle übrigen möglichen Normalen an den Ke- 
gelschnitt ziehen. Zu diesem Ende errichte man Perpendikel auf die Axen, 
wo diese von der Normale 2b geschnitten werden; ihr Durchschnitt sei p; 
zı und ? seien die den Puncten p und d diametral gegenüberliegenden Puncte, 
und # die Mitte zwischen zz und . Ein Kreis, dessen Mittelpunet « ist, 
und welcher durch ? gelıt, wird die Ellipse in noch 3 Puncten schneiden, 
deren Normalen in / sich treffen. (Fig. 9.) 

4. 

Wie viele reelle Normalen von irgend einem Puncte aus an die 
Ellipse gezogen werden können, oder, was dasselbe ist, wie viele von 
den Durchschnitten der obigen Hyperbel mit der Ellipse reell bleiben, hat 
Legendre analytisch auf höchst elegante Weise angegeben (Traite des 
Fonct. ellipt. T. I. p. 348). Doch mufs schon Apollonius im fünften 
Buche seiner Kegelschnitte ähnliche Untersuchungen angestellt haben, wie 
aus der Inhalts- Angabe zu ersehen, die Chasles in seiner Geschichte der 
neuern Geometrie von diesem Werke giebt. Vermittels der Sätze Il. und 
IV. läfst sich die Frage sehr anschaulich erledigen, indem man den Weg 
verfolgt, den der Durchschnittspunct einer beweglichen Normale mit einer 
festen auf dieser nimmt. Es bedarf dazu folgender einfacher Hülfsbetrachtung. 

Ist eine Curve EC von einer Geraden @ umbhüllt, die sich stetig und 
in demselben Drehungssinne bewegt hatte, so wird der Durchschnitt D die- 

23% 
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ser beweglichen Tangente @ mit einer festen Geraden @’ auf dieser con- 
tinuirlich fortrücken; mit der einzigen Ausnahme (welche in der neuern 
Geometrie kaum mehr als solche gilt), dafs @ der Geraden @’ parallel 
geworden ist. D geht in diesem Falle von der einen Seite durch den un- 
endlich entfernten Punct nach der andern Seite von @. Es ist aber nicht 
nöthig, dafs die Richtung von D beständig dieselbe sei. Denn wird die 
Curve Ü von @ in P geschnitten, so wird D nach P gelangen, und dann 
einen Theil der durchlaufenen Strecke zurückwandern. Nur wenn EC von 
G' berührt wird, bleibt auch die Stetigkeit der Richtung; was nicht als 
Ausnahme zu betrachten ist; denn @’ ist durch zwei unendlich nahe Puncte 
gegangen, und J) hat dadurch eine zweimalige Aenderung seiner Richtung 
erfahren. Umgekehrt: findet eine Richtungsänderung für D statt, so kann 
dies nur in einem Puncte von EC selbst sein. Für die Curve CE sind nach 
den oben angegebenen Bedingungen auch Spitzen erster Art nicht ausge- 
schlossen, wo die beiden Zweige der Curve eine gemeinschaftliche Tan- 
gente haben, welche zwischen ihnen liegt. Die Evolute der Ellipse ist 
nach Art der Curve CE entstanden. Will man also den Weg verfolgen, 
den der Durchschnitt einer beweglichen Normale mit einer festen am Puncte 
a durchläuft, so ist zu untersuchen, ob und wo diese letztere die Evolute 
schneide, oder welche Krümmungsmittelpuncte, aufser dem zu A selbst ge- 
hörigen, auf ihr liegen. Soll dies stattfinden, so mufs der Punct, welchen 
wir in Satz I. durch „7 bezeichnet haben, in die Peripherie der Ellipse 
fallen. Dies ist, wie eine einfache Betrachtung lehrt, unmöglich, so lange 
b in demselben Eillipsenquadranten liegt wie a, oder in den beiden nebenan 
liegenden (Fig. 8.). Entfernt sich 5 von dem Axen-Endpuncte o nach 
hin, so mufs es eine Lage p von 5 geben, für welche 7 in die Peripherie 
der Ellipse nach « fällt. In der That tritt y in die Ellipse hinein, und 
kommt sogar nach dem Mittelpunet der Ellipse, wenn 5 nach a‘, « diametral 
gegenüber, gekommen ist. Zwischen a‘ und « giebt es wieder eine Lage 
9, für welche jener Punct y in die Peripherie nach A fällt; von da tritt er 
wieder aus der Ellipse heraus. Man überzeugt sich leicht, dafs dies zwi- 
schen p und g nicht schon geschehen sein kann. Liegen die Puncte 
und Z den Puncten « und A diametral gegenüber, so befinden sich die zu 
ihnen gehörigen Krümmungsmittelpuncte auf der Normale von a; wir wollen 
sie mit M und Z bezeichnen und den zu « gehörigen Krümmungsmittelpunct 
mit A. Construiren wir nach (IV.) aufserdem die Puncte « und 5, deren 
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Normalen durch A gehen, so können wir deutlich übersehen, welche Lage 
der Durchschnitt D jener Normalen am beweglichen Puncte 5 mit der festen 
Normale in @ hat. Bewegt sich nemlich 


b vona nach /, so bewegt sichD von A nach Z, 
- --i-- ß, - - -- --- - L--A, 
--- -- pP, - .- -- - - - - A-- MM, 
- - - pdurcha’nach gg, - -- - - - - - M durch d. unendl. entf. P. nach Z, 
--- q nach o, - .-.-.- --.- - L nach A, 
--- 0 -- m, - .--- -- - - A-- M, 
- -- m-- dA, - .-.-.-. -.- - - M-- A. 


Der Punct 3 kann nicht zwischen @ und ! liegen, denn sonst fände zwi- 
schen a und 5 noch eine Richtungs- Aenderung für D statt, oder es läge 
zwischen «@ und 5 ein neuer Puuct, dessen Krümmungscentrum auf der Nor- 
male im Puncte @ sich befäude; was unmöglich ist. Es ergiebt sich auch, 
dafs A zwischen Z und M liegen mufs. Fassen wir das Obige zusammen, 
so sehen wir, dafs die Normale am Puncte @ in Z, A und M von zwei 
andern Normalen, sonst aber zwischen Z und M von drei, und auf der 
aufserhalb LAM liegenden Strecke nur von einer audern Normale getroffen 
wird. Da die Evolute eine geschlossene Curve ist, so liegt also das 
Stück LAM innerhalb derselben. Erwägt man noch aufserdem, dafs von 
irgend einem beliebigen Puncte immer doch zwei Normalen möglich sein 
müssen, (da es nothweudigerweise eine kürzeste und eine längste Entfer- 
nung des Punctes von der Ellipse giebt, welche bekanntlich immer senk- 
recht auf der Curve stehen ), so kann man das vorhin erhaltene Resultat 
wie folgt aussprechen: 

„Liegt ein Punct innerhalb der Evolute, so gehen durch ihn vier Normalen 

„der Ellipse: liegt er auf der Evolute selbst, drei: liegt er aufserhalb, zwei.” 
Dies ist das von Legendre gegebene Resultat. 

ö. 
Einige metrische Relationen haben vielleicht noch Iuteresse, weil sie 
eine Ausdehnung des bekannten Ausdrucks für den Krümmungsradius sind. 
Es seien n, n’ die Stücke zweier Normalen einer Ellipse, von den 
Puncten a, 5 der Curve bis zu ihrem Durchschnitte 7; p, p’ seien die Ab- 
stände der Tangenten an « und 5 vom Mittelpuncte und 2d der Durch- 
messer, welcher der Sehne #5 parallel ist, so hat man 
pn-+p'n‘ —= 2d”. 
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Denn bezeichnet man ca und cd (Kig.5.) mit Z, t', co mit 2, do mit z, 
ad— db mit y, so würde man, wenn cl gezogen würde, 
cl = —— ne a REDE er 
sinuch sinach 
haben, und demnach, zufolge des Ptolemäischen Lehrsatzes: 
4y? 
Iin-Un= ———r- 
Drückt man das Dreieck «cd auf zwei verschiedene Arten aus, so erhält man 
tt! sinacb — Iy(z— x) sinade. 
Dadurch verwandelt sich die vorhergehende Gleichung in 
„u Bi. 2y 


ı ! 07T sinade(z— x)‘ 





Es ist aber 
Ip = z.ysinade, Up‘ = z.y sinade; 
substituirt man diese Werthe von Z und 7, so erhält man 


np-+n'p' = Iy’ ——. 
| “ 3—ıE 
4 .- ' 3 d? 
Nach bekannten Sätzen ist aber — — —., 
2— X Y 
np-+n'p' —= Id. 
Läfst man a und 5 zusammenfallen, so wird n der Krümmungsradius, und 
d: 
n = —: 
P 
wo d den Halbmesser bedeutet, welcher der Tangente an « parallel ist. 
Da die Sehnen «db und «3 Durchmessern parallel sind, welche die Gröfse 
zweier zusammengehöriger conjugirter Durchmesser haben, so erhält man 


folgenden Satz: 





also 


n'—n, p=p', also 


„Schneiden sich die Normalen der vier Puncte a, db, «, 5 einer Ellipse 
„im Puncte /, und bezeichnet man die Abstände der Tangeuten an 
„diesen Puncten vom Mittelpunete durch p, p/, p'', p'', die Normwal- 
„langen la, lb, la, 7? durch n, n’, n’‘, n’‘, so ist 
np n’p'-- np’ np" — 2(A4’--B), 
„wo A und B die Halb-Axen der Curve bedeuten. 
Alle diese Sätze gelten fast gleichmäfsig für die Hyperbel; für die 
Parabel sind wesentliche Aenderungen nöthig. 


6. 
Die Behandlung der Normalen auf dem Ellipsoide ist weniger ein- 
fach, weil sich die Normaleu in zwei beliebigen Puncten f und y im All- 
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gemeinen nicht schneiden. Soll dies stattfinden, so mufs der Durchschnitt 
der Tangential-Ebenen von fund y mit der Sehne fg im Raume rechte 
Winkel bilden; was die einfachste stereometrische Betrachtung lehrt; oder 
mit andern Worten: 
Soll eine Gerade eine Fläche zweiten Grades in zwei solchen Punc- 
ten schneiden, dafs deren Normalen im Raume sich treffen, so ist er- 
forderlich und genügend, dafs sie mit ihrer Polare im Raume rechte 
Winkel bilde. 
Dieser höchst einfache Satz erlaubt eine Menge Folgerungen, wenn mau 
die Eigenschaften polarer Graden als bekannt vorausseizt. Da z. B. zwei 
polare Grade zweien conjugirten Durchmessern parallel sind, und wenn 
die eine die Fläche berührt, die andre es ebenfalls thut, so ergiebt sich 
zuerst der für alle krumme Flächen geltende Satz, dafs, wenn man von 
einem Puncte der Fläche « ausgeht, man nur in zwei Richtungen einen 
unendlich nahen Punct 5 findet, so dafs die Normalen von @ und 5 sich 
treffen, und dafs diese Richtungen zu einander senkrecht sind. Für Flächen 
zweiten Grades insbesondere folgt, dafs diese beiden Richtungen (die 
sogenannten Haupttangenten) den Haupt-Axen des Durchmesserschnuitts 
parallel sind, welcher parallel mit der Tangential- Ebene vom Puncte « 
gelegt ist. Dieser Satz ist von Dupin. Verfolgt man eine jener beiden 
Richtungen, so erhält mau bekanntlich die Krümmungslinien. 

In jedem Puncte eines Ellipsoides lassen sich nun vier Tangenten 
hervorheben: @ und 5 die Hauptiangenten und e und d die Kreisschnitts- 
tangenten, in deren Richtung (und aufserdem senkrecht auf die Ebene der 
gröfsten und kleinsten Axe der Fläche) man schneiden mufs, um die bei- 
den Kreise zu erhalten, welche durch den gegebenen Punct gehen. 

Zieht man zwei Durchmesser ec‘ und d’ mit den Kreistangenten e 
und d parallel, so werden diese untereinander und der mittleren Axe gleich 
sein; denn sie liegen in den beiden Kreisen, welche durch die mittlere Axe 
gehen. Sind die Durchmesser a’ und 5‘ mit den Haupttangenten parallel, 
so liegen a‘, db’, ce’ und d’ in einer Durchmesser-Ebene, und a‘, db’ sind die 
Haupt-Axen der in ihr liegenden Ellipse; folglich müssen die gleichen 
Durchmesser c’, d‘ mit ihnen gleiche Winkel einschliefsen, oder, auf die 
Tangenten übertragen: 

„Die Haupttangenten sind die Halbirungslinien der Winkel, welche die 
„Kreistangenten bilden.” 
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Ich hielt diesen Satz für neu, fand aber später, dafs Chasles in einem Bande 
der von Quetelet herausgegebenen Correspondence mathematique ohne Be- 
weis ihn mitgetheilt hat. Mit Hülfe desselben kann man einen andern Satz 
von Krümmungslinien beweisen, den ich in einer früheren Abhandlung auf- 
gestellt und analytisch verificirt habe. 

Man denke sich aufser dem Ellipsoid irgendwo eine Kugel, so kanı 
man bekanntlich jeder Ebene einen gröfsten Kreis und jeder unbegränzten 
Geraden zwei Puncte der Kugel entsprechen lassen, indem man parallele 
Gebilde durch den Mittelpunct der Kugel legt. Bewegt sich eine Tan- 
gential-Ebene eines Ellipsoides längs einer Krümmungslinie, so bildet sie eine 
abwickelbare Oberfläche, deren Kanten diejenigen Haupttangenten der Fläche 
sind, welche auf jener Krümmungslinie senkrecht stehen. Das entsprechende 
Gebilde auf der Kugel wird eine geschlossene Curve C sein, deren sphä- 
rische Tangenten jenen Tangential-Ebenen des Ellipsoides, deren einzelne 
Puncte den Kanten der abwickelbaren Oberfläche, oder, wie schon erwähnt, 
einem Systeme von Haupttangenten, entsprechen. Sämmtlichen Kreisschnitt- 
tangenten werden Puncte entsprechen, die in den beiden gröfsten Kreisen 
K, K’ liegen, dereu Ebenen den Richtungen der Kreisschnitte parallel sind. 
Tragen wir den vorhergehenden Lehrsatz auf die Curve C über, so sehen 
wir, sie hat die Eigenschaft, dafs, wenn man in einem ihrer Puncte o die 
spbärische Tangente zieht, welche zwei feste Kreise K, K‘ in k und 4‘ 
schneidet, die beiden Bogen ko und k’o gleich sind. Die Curve € ist 
demnach ein sphärischer Kegelschnitt, dessen Asymptoten die Kreise ÄX 
und A’ sind. (Vergl. Steiner „über die Verwandlung sphärischer Figuren,” 
gegenwärliges Journ. Bd. 2. pag. 59.) Es bleibt also auch das sphärische 
Dreieck zwischen A, AK’ und einer beliebigen Tangente von C von con- 
stantem Inhalte, und da dieses von der Summe der Winkel abhängt, deren 
einer zwischen K und Ä’ constant ist, so mufs es auch die Summe der 
beiden andern sein. Ueberträgt man dies auf das Ellipsoid, und erwägt, dafs, 
wenn man statt des einen Winkels den Nebenwinkel nimmt, für die Summe 
die Differenz gesetzt werden mufs, so erhält man folgenden Satz: 

„Wenn sieh eine Tangential-Ebene eines Ellipsoides so bewegt, dafs 
„der Berührungspunet eine Krümmungslinie beschreibt, so bleibt die 
„Summe oder Differeuz der Winkel, welche sie mit den Richtungen 
„der Kreisschnitte bildet, unverändert.” 

Berlin im Juni 1843. 
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13. 


Ein Vieleck mit gegebenen Seiten ıst am gröfsten, 
wenn seine Ecken in einem Kreise liegen. 


(Von Hrn. Dr. Fasbender zu Iserlohn.) 





Dieser Satz, welcher im 2ten Hefte des 25ten Bandes No. 14. für Fünf- 
ecke dargethan worden ist, läfst sich für Vielecke überhaupt wie folgt be- 
weisen: 
Sind die 4 Seiten a, d, e und d eines Vierecks ABCD (Taf. 1. 
Fig. 2.) gegeben, so ist dessen Inhalt eine Function nur eines seiner 
Winkel y. Mit diesem ist der gegenüberliegende Winkel x durch die 
Gleichung 
1. a5 —2abcosp —= ed +d’— Ned cosy 

verbunden. Als Ausdruck des Inhalts hat man 

4absinpg-+4cdsiny, 
und hieraus die Bedingung für dessen Maximum oder Minimum: 

4abcospdy-—4tcdceosydy = V, 
oder 
abcosydy — — cdcosydy. 
Durch Verbindung dieser Gleichung mit der Differentialgleichung von (1.) 
2. absnpgdp — cdsinydyx 

ergiebt sich 

tangy —= — tangy. 
Da jeder Winkel eines Vierecks gröfser als O ist, auch zwei Winkel eines 
Vierecks zusammen stets weniger als 2 betragen, so sind für den Winkel 
z der Werth —y und alle kleineren, so wie der Werth 27 —g und alle 
sröfseren, ausgeschlossen. Man hat also 


u ei ;. 
welche Gleichung das Viereck als ein in den Kreis beschriebenes be- 
zeichnet. 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 2. 24 
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Der Ausdruck des Inhalts hat zum zweiten Differential - Coefficienten 


nach g: 
2 r dy 4 | x 
if Lab sin p — 4cdsıny (2%) =: 4cdcosz dp? . 





Dieser verwandelt sieh durch Hülfe der Gleichung (2.) und deren Differen- 
tialgleichung 
ab cosp.dy’ — edsing.d’xy-cdcosy.dy 
in 
abcedsin?x.cos(p+x)— a?b? sin? p, 
2cdsin®x ‘ 





er ist also, da cos(p-+-x) = —L ist, negativ, und es findet ein Maximum statt. 

Hieraus folgt der Satz für Vielecke überhaupt. Ist das Vieleck 
ABCDEF.... (Taf. 1. Fig. 3.) ein Maximum, so müssen zunächst die 
vier Ecken A, B, C und D in einem Kreise liegen; im entgegengesetzten 
Falle liefse sich ein Viereck AB’C’D zeichnen, dessen Inhalt gröfser wäre 
als ABCD, und das Vieleck AB’C' DEF ..... wäre gröfser als ABCDEF.... 
Aus demselben Grunde liegen die 4 Ecken B, C, D und E in einem Kreise; 
dieser ist derselbe, wie der vorige, da beide durch die drei Puncte B, € 
und D gehen. HKbenso liegen die vier Puncte C, D, E und F in einem 
Kreise, und zwar in demselben, in welchem die vier Puucte B, C, D und 
E liegen. Auf diese Weise ergiebt sich, dafs auch alle übrigen Ecken 
des Vielecks auf diesem Kreise liegen. 

Die Reihenfolge der Seiten des Vielecks ist beliebig. Man kann 
dasselbe aus dem Mittelpuncte des umschriebenen Kreises durch die Radien 
der Ecken in gleichschenklige Dreiecke zerschneiden und diese an ihren 
Spitzen in beliebiger Ordnung wieder zusammen legen. 

Iserlohn im April 1843. 
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14. 
Durch vier gegebene Puncte eine Parabel zu ziehen. 
(Von Hrn, Prof. Umpfenbach zu Giefsen.) 


Da mir die folgende Auflösung der vorstehenden Aufgabe noch nicht vor- 
gekommen ist, so führe ich dieselbe hier an. 
Die allgemeine Gleichung aller Kegelschnitte ist bekanntlich von der 


Gestalt 
> ae ar. 9 Nahe 
Tray PX yy +Jdr- n = 0. 


Wählen wir die Axen so, dafs die eine derselben durch zwei, die andere 
durch die zwei andere der gegebenen Puncte geht. Es seien demnach die 
Coordinaten dieser vier Puncte y’, 0; y‘, 0; 0,2; 0, x, so ergeben 
sich durch die successive Substitution dieser Werthe an die Stelle von x 
und y in die vorige Gleichung die vier Gleichungen 
Te 
une 
BPz”+Jde'+n = 0, 
Bx"-+dc"+n = 0. 
Aus der Verbindung der beiden ersten Gleichungen ergiebt sich leicht 








v=—(y-+-y’), n=y'y‘. Setzen wir diesen Werth in die letz- 
A rl At! { / x") , 
ten Gleichungen, so folgt $ = . 0 — II za —, Da nun die 


obige Gleichung einer Parabel angehören soll, so ist «@’ — 4; daher 


a +2 v2). Damit dieser Werth reell sei, müssen y‘, y’, x, x 
paarweise dasselbe Zeichen haben. Wir finden zwei Werthe, weil man 
dureh die vier gegebenen Puncte zwei Parabelu führen kann. 

Betrachten wir wieder die ursprüngliche Gleichung. Der Durch- 


messer der Curve, welcher die Sehnen parallel mit der Axe Y halbirt, 











hat zur Gleichung y —= — 4(@«2-y); der Coefficient dieser Gleichung ist 
—zrilXr” 
a Fyl). 
Der Durchmesser der Curve, welcher die Sehnen parallel mit der 
’ Öö 
Axe X halbirt, hat zur Gleichung x — — . ', oder, was dasselbe ist, 
y—— er .— 2 der Coefficient dieser Gleichung ist 
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2ß AR | 2y'y" ö (27) a Fy(£%) 
Bir ee +? \ al +] " 








x' x 
Diese beiden Durchmesser sind also mit einander parallel; wie es auch sein 
mufs, weil jeder Durchmesser einer Parabel mit deren Axe parallel ist. 


E /Yy'y" y /ty'y" j a. 
s sei nun m — — (7 ); W—-- | (77). Construiren wir die 
geraden Linien, deren Gleichungen y—=mx und y=m’x sind, welches 
leicht geometrisch vollzogen werden kann, so haben wir zwei gerade Li- 
nien, welche den Axen dieser beiden Parabeln parallel sind. In Beziehung 
auf den Ursprung und die gerade Linie, deren Gleichung y= mx ist, 
führen wir die senkrechten Coordinaten d, a; b/, a’; 5b’, a‘'; b‘', a‘ der 
vier gegebenen Puncte; es seien die Coordinaten des Scheitels der Parabel 
v und « und 2» deren Parameter, so ergeben sich zwischen den drei zu 





bestimmenden Gröfsen 2p, v und # die vier Gleichungen 
b—v) = ?pla—u); (b’—v) = 2p(a'— u); 
(d’— vo)’ —= 2p(a'— u); (b'— vv) — 2p (a — u). 
Aus den drei ersten dieser Gleichungen ergeben sich die drei gesuchten 
Werthe; die vierte Gleichung dient weiter zur Bewährung der gefunde- 
nen Resultate. 
Dieselbe Construction machen wir in Beziehung der andern geraden 
Linie, deren Gleichung y= m’x ist, um die andere Parabel zu bestimmen, 
Rein geometrisch kann man verfahren, nachdem die zwei geraden 
Linien bestimmt sind, parallel mit den Axen der beiden Parabeln, indem man 
zwei der gegebenen Puncte vereinigt und durch die Mitte dieser Sehne 
mit einer Axe eine Parallele führt, welche dann der zu dieser Sehne gehö- 
rige Durchmesser sein wird. Die Aufgabe ist dann auf folgende einfachere 
zurückgebracht. Man kenut einen Durchmesser einer Parabel, zwei Puncte 
derselben und die Richtungen der zugehörigen Coordinaten: es ist die, Pa- 
rabel zu zeichnen. 
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15. 


Ueber einige Aufgaben, welche auf partielle Diffe- 
rentialgleichungen führen. 
(Von Hrn. Dr. E. Heine zu Berlin.) 





Die Aufgabe, den Zustand des Gleichgewichtes der Wärme in einem Ei- 
lipsoid, welches an der Oberfläche in einer willkürlich gegebenen, von der 
Zeit unabhängigen Temperatur erhalten wird, für einen beliebigen Punct 
desselben anzugeben, ist bekanntlich von Lame auf eine höchst scharfsin- 
nige Art gelöset worden, und dadurch ein bedeutender Fortschritt, nicht 
allein in der Theorie der Wärme, sondern auch in der der Anziehung ge- 
macht *). Stellt man sich nämlich den unendlichen Raum mit Masse erfüllt 
vor, und daraus ein Ellipsoid geschnitten, so besteht die von Lame be- 
handelte Aufgabe in nichts Anderem, als: das Potential des unendlichen 
Körpers, oder seiner mit Masse belegten Oberfläche, für alle Puncte des 
innern hohlen Raumes anzugeben, wenn es für die der Oberfläche bekannt 
ist. Dieser Aufgabe, in ihrer doppelten Gestalt, entspricht ein zweifacher 
Ausspruch einer andern, die wir im Gegensatz zu der eben angeführten des 
innern Punctes, die des äufsern Punctes nennen wollen, nemlich: man 
soll, wenn das Potential eines mit Masse erfüllten Kllipsoides, oder seiner 
mit Masse belegten Oberfläche, für alle Puncte dieser Oberfläche gegeben 
ist, dasselbe für einen beliebigen äufsern Punct angeben. Aufserilem ge- 
hört hierher noch eine dritte Aufgabe über ein durch zwei Ellipsoiden mit 
gleichen Brennpuncten gebildetes Körperstück. 

Die erste der beiden oben erwähnten Lameschen Abhandlungen 
scheint einer Erweiterung, in der Art, dafs sie sämmtliche drei Aufgaben 
umfafst, nicht fähig zu sein, während die zweite, welche die Rotations- 
Ellipsoiden behandelt, eine solche Verallgemeinerung gestattet. Dadurch näm- 
lich, dafs bei den Körpern dieser Art die Entwicklungen eine einfachere 
Gestalt annehmen, als in dem allgemeineren Falle, wird es möglich, zwei 





*=) Journal de mathematiques par J. Liowvilie, Tome IV, 1839. pag. 126 — 163 
und 351 — 385. 
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verschiedene, d.h. nicht in constantem Verhältnifs zu einander stehende 
Auflösungen der Differentialgleichung ersten Grades zweiter Ordnung zu 
finden, welche augiebt, wie ein gewisser Radiusvector als veränderliche 
Gröfse in den zu untersuchenden Wärmezustand, oder in den Ausdruck des 
Potentials eingeht. Bei der ersten Aufgabe ist das eine auch von Lame 
angewandte particuläre Integral zu benutzen, bei der zweiten das andere; 
hei der dritten sind sie beide gehörig zu verbinden. Kinfacher werden 
aber die Entwicklungen bei der Frage über die Rotations-Ellipsoiden, als bei 
der allgemeinen, indem man damit ausreicht, wenn man statt des Ellipsoides 
und der zwei Hyperboloiden, welche mit dem gegebenen gleiche Brennpuncte 
haben, deren Durchschnitt bei dieser jeden Punct bestimmt, bei jener mit 
einem Rotations-Ellipsoid, einem Rotationshyperboloid und einem der Länge 
entsprechenden Winkel ausreicht; die beiden Umdrehungskörper sind hiu- 
sichtlich ihrer grofsen Achsen veränderlich, ihre Brennpuncte aber fallen 
mit denen des gegebenen Ellipsoides zusammen. Noch einfacher gestaltet 
sich Alles, wenn man ein Rotations-Ellipsoid mit denselben Brennpuncten, 
welche das gegebene hat, aber veränderlicher grofser Achse, und zwei 
veränderliche Winkel einführt, von denen der eine der Länge auf der Erde, 
der andere der Breite entspricht. Dadurch dafs man jeden Punct vermittelst 
dieser Polarcoordinaten festlegt, gelingt es, indem man die bekannten, auch 
von Lame gebrauchten Sätze unmittelbar anwenden kann, die drei Auf- 
gaben für abgeplattete und verlängerte Rotations-Ellipsoiden zugleich durch 
Betrachtungen zu lösen, die fast die Einfachheit der bei denselben Unter- 
suchungen für die Kugel angewandten erreichen. Die Entwicklung der hier 
angedeuteten Methode findet sich im Folgenden. Von den drei zu lösenden 
Aufgaben habe ich die erste und die dritte als der Wärmetheorie angehörig 
behandelt, da sie, so aufgefafst, ein gröfseres Interesse darbieten, als wenn 
man auch sie, wie es bei der zweiten geschehen ist, auf das Gebiet der Theo- 
rie der Anziehung überträgt. 


5. 3, 

Indem wir uns zu der Behandlung der Aufgaben wenden, bemerken 
wir, dafs die drei Fälle bis zu einem gewissen Puncte dieselben Formeln 
liefern; weshalb wir sie bis dahin gemeinsam führen könnten; jedoch ist es 
wegen der Kürze und Bestimmtheit im Ausdruck vorzuziehen, die dritte 
Aufgabe noch unberücksichtigt zu lassen. In $. 3., wo dieselbe aufgelöst 
wird, läfst sich das dazu Nöthige leicht nachholen. Man sieht leicht, dafs 
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die Trennung erst da notlıwendig sein wird, wo die Bedingungen für die 
Oberfläche in Betracht kommen. Solche Bedingungen sind eben das Cha- 
racteristische für die verschiedenen Körper, indem immer, wenn nach dem 
Gleichgewicht der Temperatur oder nach dem Potential gefragt wird, die 
Integration derselben Differentialgleichung 


ou , O?u , O?u 0 
ee 


gefordert wird. Ist die Gleichung gehörig integrirt, so giebt die abhängige 
Veränderliche % für den Punct, dessen Coordinaten ©, y, x sind, den ver- 
laugten Wärmezustand oder das Potential au. Die Bedingung, so wie sie 
gegeben ist, erscheint in so complicirter Gestalt, dafs sie sich nach dem 
jetzigen Standpunct der Analysis nicht unmittelbar mit der Differential- 
gleichung verbinden läfst; denn es wird verlangt, dafs ein Werth « ge- 
funden werde, der nicht nur, in (1.) geseizt, die linke Seite gleich O macht, 
sondern auch, wenn 2, y, 3 durch die Gleichung 


u Apr. 


ı r8_-e 





No 
verbunden sind, in eine willkürlich gegebene Function von ©, y, & über- 
gcht. In (2.) bezeichnet nämlich 7, die Gröfse jeder der beiden gleichen 
Achsen des gegebenen Ellipsoides, e seine Excentricität, sie mag reell oder 
imaginär sein, d. h. das Ellipsoid sei ein (an den Polen) abgeplattetes, 
oder ein verlängertes. 

Wie schon in der Einleitung angedeutet, steilen wir uns, und zwar 
um die eben ausgesprochene Bedingung vereinfachen zu können, den gan- 
zen Raum mit Ellipsoiden erfüllt vor, die mit dem gegebenen gleiche Brenn- 
puncte haben. Bezeichnet man die Hälfte der Länge der einen von den 
beiden gleichen Achsen irgend eines von ihnen mit 7, so ist die Gleichung 
der Oberfläche desselben: 


2 1.2 2 
2% I IT 1 el. 


BE. ME _— —,— —_ 





Für den gegebenen Körper ist r — r, zu setzen. Offenbar läfst sich die 
Gleichung (2.*) durch folgende drei andern ersetzen: 

3. z=rsindcosy, y=rsindsinpg, 3 y{r!—e') cosd, 
wo bei der ersten Aufgabe r für ein reelles e zwischen e und r, liegt, für 
ein imaginäres zwischen O und r,; bei der zweiten zwischen 7, und , 


9 zwischen O und 7; g zwischen O und 2. In allen Fällen reicht man 
25% 


ser 
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aus, wenn man r positive Werthe giebt. Die Aufgabe besteht nun darin, 
die Gleichung (1.), in welcher &, y, x durch (3.) verbunden sind, so zu 
integriren, dafs v für r=r, in eine gegebene endliche Function von 9 und 
g übergeht, z. B. in f(0, g). Eliminirt man aus (1.) durch (3.) die Werthe 
2, y, x auf die gewöhnliche Art, so hat man als zu integrirende Dife- 


u“ 


rentialgleichung;: 


nn. r 9) 2 2 0) (sin d ”.) Pr er 
a Ft RL Me (2r?—e?) , 1 00 , 1 ou ee? O:u 
" or: e \ 14 or p sınd“ foRr, l sin? Ö "op? r? Op? 





und als Bedingung: u=—f(d,y) für r==r,. 
Wird e = 0, so gehen r, 0, @ in die gewöhnlichen Coordinaten 
für die Kugel über; es verschwindet der in e multiplieirte Theil aus (4.) 
und man erhält 
ol. 208 
n m sin 0) 
u Oro) , 3 u, A o( 00 0 
or? sin?0 "0: I sind” a x. nase 
d. h. die Differentialgleichung, welche bei der Kugel (4.) entspricht. Ueber- 
haupt werden auch die folgenden Formeln sich leicht auf eine endliche Ge- 


stalt bringen lassen, wenn e—0 ist. 


$. 2. 

Die Herleitung der Formel (1.), so wie die von (4.), setzt voraus, 
dafs sowohl a, als auch die ersten beiden Differentialquotienten von %, für 
die hierher gehörigen Werthe von x, y, z& oder r, 0, p, continuirlich blei- 
ben. Es läfst sich also nach bekannten Sätzen vw, insofern es eine Func- 
tion der beiden Veränderlichen 9 und g ist, in eine Reihe von der Form 


nn 
u— 3 X, entwickeln, wo Ä, eine rationale ganze Function nten Grades 


n=U) 


von cosd, sind cosgp und sind sing bedeutet, die die Differentialgleichung 


u 
o \sınd —, ) | " 
\ 28 . FH NK —O 
sind 0, sn?0 " og: \ ae Fe 
erfüllt *). Dafs eine solche Entwicklung nur auf eine Art geschehen kann, ist 
gleichfalls bewiesen. Man kann sogar die einzelnen A, in eine Summe von 


Produeten zerlegen, von denen jedes aus drei Factoren besteht, nämlich erst- 


— — t— 


=) Der ganze Beweis für die Möglichkeit einer solchen Entwicklung findet sich 
in gegenw. Journal f. d. Math. Bd. XV, in: Lejeune Dirichlet, „sur les series dont 


le terme general döpend de deux angles etc.” 
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lich einem Sinus oder Cosinus eines Vielfachen des Winkels g (dafs dieses 
Vielfache das nfache nicht übersteigen wird, ist klar, indem X, natürlich 
auch eine rationale ganze Function zten Grades von sing und cos ist); 
zweitens einer rationalen ganzen Function von sind und cos, und endlich 
einer Constanten, d. h. einem von 6 und g unabhängigen Werth. In unse- 
rem Falle wird diese Constante einen Parameter, r nämlich, enthalten, also 
nicht absolut unveränderlich sein, indem wir @ als Function von 9 und y 
entwickelt haben, dieses @ aber, wie man schon voraussieht, im Allgemeinen 
mit = veränderlich sein wird. Es ist demnach die allgemeine Form von &,: 

m=n 

. KL = > (m (In,m COSMYp--A, m sinnp)), 

an 
WO 9,,m und A, die beschriebenen Constanten bezeichnen, P, „ aber die 
Function von sind und cos® vorstellt. Letztere läfst sich in folgender 
geschlossenen Reihe darstellen: 
nt. da 

2.(2n —1) 

ı (n—m ee. n—m—?2) (n— m— 3 Pr 
v . | 2.4. 2 5, Kl Zu 9). 


nn 


Setzt man zunächst 2 — 3 Ä, in (4.) und ferner für das Differential 


ni) 


cos"? 








Er sin" 0 (cos""0— 





der Summe der X, die Summe der Differentiale dieser Function, so hat man: 


n r 


rn ar sind“ BE 
er. 5 ir 0 (Arie), 8 58 { An ce? 0°A, 

u 3 ae) 7 a ar u ae ee "u un P en re 4 2 
Ma Te) d or r sind 00 TsinH’ögy% vr" og: 


Die Summe des dritten und vierten Gliedes in dem unter dem 3 befind- 
lichen Ausdruck ist nach (5.) gleich —n(n--1)X, zu setzen. Macht man 





ihn dann für den Augenblick —= Y,, so wird Y,, zur Classe der A, ge- 

hören, d.h. in (5.) für Ä, gesetzt, die linke Seite gleich Null machen. 
0A, 0? A, 0A 

In der That gehören sowohl —n(n--1N)X,, als —", ——," und ——," zur 
or or? og* 


7 


Ulasse der X,. Die Behauptung wegen der Differentiale von X, wird so- 
gleich gerechtfertigt, wenn man (9.) einmal nach 7 oder resp. zweimal nach z, 
oder endlich zweimal nach g differentiirt. Erwägt man, dafs (r’—e’) und 
——g vu a unabhängig von # und g sind, so ist sogleich klar, dafs 


y?? 








wirklich Y.zur Classe der X, gehört. 





*) Laplace, Mecanique celeste. Tome H. page 42. 














190 15. Heine, Aufgaben für partielle Differentialgleichungen. 


I—. 
Soll nun 2 Y,=0 sein, so kann dieses wegen der so eben ent- 


wickelten Eigenschaft der Y, nicht auf andere Art geschehen, als wenn 
jedes einzelne Glied gleich O ist. Man kann also das Summationszeichen 
der Gleichung (7.) weglassen und hat alsdann: 

0?AÄ, 0An (2r?—.e?) er 0° A, 


8. ee rn ee AT T ET a nie 


or? or ? y3: ep” 





Aus (8.), verbunden mit (6.), wird sich ohne Mühe zeigen lassen, 
Wie 9, und A,,„. von r abhängen, so dafs dann nur noch die rein nume- 
rischen Gröfsen zu bestimmen bleiben, die aus der Bedingung an der Ober- 
Näche entstehen. Setzt man dazu in (8.) für X, seinen Werth aus (6.), 
so wird: 


un i a 3 In m ) > Ogn m 2r?— e? | e? m 2 j 

3 , BI aa = - n 7 site Bese = -1- _—— —— _+. % \ 

z L n, mn ( C r > (2 e ) OÖ r u y | In,m yr? nl (n | 1) COS ın 1” 
N 2 








oth, m,» 2 ) Olia.n 2r:— e? t e? m? . 
Be ( 5 "(ri e°) . ’ le (n-1)))sinmg zes Ch 


or dr r r? 
Soll nun eine nach Cosinus und Sinus der Vielfachen eines Winkels % 
fortschreitende Reihe für alle Werthe von p verschwinden, so mufs be- 
kanntlich der Factor jedes einzelnen Cosinus oder Sinus der Reihe gleich 
Nul! sein. Man kann demnach wiederum das Summationszeichen weglassen 
und das in cosmy und das in sinzag Multiplicirte einzeln gleich O setzen. 
Da ferner die vorstehende Gleichung für jedes 9 bestehen mufs, und nur 
für besondere Werthe dieser unabhängigen Veränderlichen P, „—0 sein 


n,m 


kann, so ist es erlaubt, auch den Factor von P,,„ cosmy und P,,m Sing 


“ ” . . ” 
gleich O zu setzen. Macht man nun —=09 80 hat man die beiden Glei- 
chungen 

( Un.m ; DEN (6) Un,m ( 1— 2 0? ) ! ( y N — 
g, | A — oe’) + —— 221 sia--N— — I = 
1) ( 0° A 0 / fe) DO 0 | In,m \ N ) o? Ö, 
Ö : Pı nm 2) | Ö h n, m ( l PER 2 0 n) ( ! m? 
( rt (1— 0°) -- — oh n(n- 1) — —) — 
9. ce 0? % y ’ı a 0 0 | n,m ( | l) o? Ü. 


Kür #—r, mag das entsprechende go mit go, bezeichnet werden. Aufser- 
dem ist zu bemerken, dafs in der ersten Aufgabe für das abgeplattete El- 
lipsoid o zwischen I und @, liegt; für das verlängerte zwischen O und 00; 
bei der zweiten zwischen 0, und &. e kann man, wenn es reell ist, PO- 
sitiv nehmen, so dafs dann E positiv und reell ist: ist e imaginär, SO wird 
o imaginär. In letzterem Falle mag e, welchem man ein beliebiges Vor- 


zeichen geben kann, so genommen werden, dafs og gleich dem positiven 
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(reellen) Zahlwerth dieser Gröfse multiplicirt in © ist; © mag aber eine 
bestimmte Wurzel aus —I bedeuten, die ich die positive nennen will. Ist 
dieses festgesetzt, so ist keine Zweideutigkeit möglich. 

Es wird jetzt darauf aukommen, (9.) und (9.*) zu integriren. Kine 
partielle Lösung dieser Gleichungen läfst sich ohne Mühe finden, indem (9.), 
wenn man darin o für den Augenblick gleich einem Sinus setzt, z. D. 
— sind, in 

1 0 (sin u DIE r m? 
rw Möge” Vrraang (nn. Sun Inn = V 
übergeht; die Auflösung dieser Gleichung ist bekanntlich P,„. Man sieht 
leicht ein, dafs, wenn man o für sind wieder herstellt, die Korm der end- 
lichen Reihe (6.%) nur insofern verändert wird, dafs für sind und cos® in 
dieser o und resp. y(l—o') zu setzen ist, so dafs eine Auflösung der Glei- 
chungen (9.) und (9.°) die folgende endliche Reihe sein wird: 











J „ (n—m)(n—m—1) 
m / 2\n—m \ \ 2E 2\n—m—? 
10. 0 (j (l— oe)" — 3. (2n 1) y(l—o') 
a—m)n—m—1) Ste Bus mie band de‘ jr) 
2.4.2n—1)(2n—3) 
Diese setzen wir zur Abkürzung — P,„[y(1—e’)]; so dafs das frühere 


P,m jetzt gleich P, „[cos®] ist. Eine Zweideutigkeit ist hier nicht möglich, 
da für ein gegebenes 0 der sind und cos9 nur einen Werth annehmen. 
Anders verhält es sich mit 2, „.[y1—e’)] Wie auch die Wurzel genom- 
men wird, hat man ein particulaires Integral der Gleichungen (9.) und (9.*). 





Um einen eindeutigen Ausdruck zu haben, reicht es hiu, festzusetzen, dafs 
für ein imaginäres o die positive Wurzel der (reellen) Gröfse 1— 0° zu 





nehmen sei: für ein reelles og dagegen, für welches (s. oben) o zugleich 
nicht kleiner als 1 sei, y(1—o°) gleich der positiven Wurzel aus 0° —1 
multiplieirt in 2 sei. Wie man die P mit verschiedenen m, aber demsel- 
ben n durch Differentialquotienten derselben Gröfse darstellen könne, findet 
man in Anmerkung 1. entwickelt; als bestimmte Integrale sind diese Func- 
| tionen in Anmerkung 2. dargestellt. 

Was die zweite Auflösung der Gleichungen (9.) und (9.) betrifft, 
so scheint sie sich nicht eben so einfach wie die erste darstellen zu lassen, 
wenn man gleich alle Q (insofern man den Buchstaben Q, entsprechend dem 
P, für dieses particuläre Integral anwendet) mit demselben n, aber ver- 
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schiedenem 2, auch hier durch Differentialquotienten derselben Gröfse dar- 
stellen kann (Anmerkung 1.). Jedenfalls kann man sich (Anmerkung 3.) 


für Q,,„ einer der beiden Reihen bedienen: 


AR Br ta F 3 (n-) i—m), an | 1-;-m), 3 2n-- 3 ) 0 y 


11. 
0, -OITT FeKn—m+1), Kn—m--2),42n43), 7) 
—_ 


wo zur Abkürzung die gewöhnliche Bezeichnung der Fe. Reihe 


[07 
angewandt, d.h. das Zeichen Fe, ?, y,%) für 1-7. = .- a} RnB 
. . «7 074 \ 


gesetzt ist. Wenn wir die obere Reihe (11.) bei den abgeplatteten Ellipsoi- 
den gebrauchen, wo o reell und nicht kleiner als 1 ist, die andere bei den 
verlängerten, wo 1—o° zwischen 1 und & liegt, so werden wir conver- 
y nicht positiv ist *). Jedenfalls 
wird für 00, ein Fall der nur bei dem verlängerten Ellipsoid eintreten 








girende Ausdrücke haben, indem & -- 


kann, Q, „=; selbst weun a0 ist. Man hat nämlich in dem letz- 
teren Falle (0 = 0, m == 0) aus der zweiten Gleichung in (11.): 

O,n = Fü aD: I(n-+-2),42r-+3),1); 
welches unendlich ist, indem «- y==0. Inder Anmerkung 4. ist ge- 
zeigt, wie man aus nz Q,m und P,,m die nachfolgenden leicht 





berechnen kann. 

Sollte es nöthig sein, auch den Q das Argument 9 hinzuzufügen, 
so kann dies, wie bei den P, dadurch geschehen, dafs in (11.) für O 
Q,„[y(1—0°)] gesetzt wird, und zwar der Gleichförmigkeit halber in bei- 


n,m 9 


den Formeln. Wird die Wurzel so bestimmt, wie es oben geschehen ist, 
und bemerkt man, dafs o positiv genommen wird, so ist keine Zweideutig- 
keit möglich. 
8. 3. 
Setzt man für g,,„ und 4,,„ ihre so eben gefundenen Werthe, näm- 
lieh die Summe der beiden particulären Integrale P, „ und Q,„, jedes in 
einen noch willkürlichen Zahlwerth multiplicirt, so seht (6.) in die folgende 


Gleichung über: 
mz-Ä) 


12. X Z (P,,„ [e0s0]. PP,» I A— o’)] A, m cosmg --T,„ sinang)) 


m-i) 


> (P,„[c0s0].0,,. [A g@)]K,„eosmg +T,,, sing), 


m. 





?) Comment. Gotting. Disquisitiones gen. eirca ser. infin. ete. auct. Gauss pag. 19. 
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Wie auch %, !, k’ und !” bestimmt sein mögen: immer wird X, der Glei- 
chung (4.) und (5.) genügen. Es wird sich zeigen, dafs im Allgemeinen bei 
der ersten Aufgabe %,„ und /,,„ von Null verschieden sein werden und dafs 
dagegen X, „ und /,„ verschwinden müssen; bei der zweiten Frage verhält 
es sich grade umgekehrt; bei der dritten endlich werden alle A, /, A und 
!' einen von Null verschiedenen Werth haben. Am leichtesten ist die Be- 
handlung der zweiten Aufgabe; weshalb wir uns zunächst mit derselben 
beschäftigen wollen. 


1. Es handelt sich hier darum, das Potential # eines mit Masse 
erfüllten Ellipsoids oder seiner mit Masse belegten Oberfläche für alle Puncte 
des äufsern Raumes zu finden, wenn dasselbe für die auf der Oberfläche 
befindlichen als eine Function von 9 und y, z.B. f(%, y) gegeben ist. 
Offenbar verschwindet dieses für einen unendlich entfernten Punet, d.h. 


N=208 


man hat u—=0 für o—=x; oder da u= 3 A,, auch A, =0 für oe= x. 


u 
Macht man nun in (12.) e= x, so wird P,„[y1—e’)] = x; dagegen 
Q,m[y(l—e’)] =0; es kann also A’, nicht für jedes y gleich Null sein, 
wenn nicht A, m = I, m ==0 ist. Läfst man in (12.) alle Constanten %,, 
und /, „ verschwinden, so geht dies über in 


mzn 


12. A, = 2 (P,,m[eos#] O,,n [yA—e’)] (kr, m c0smy- lm sinmgy)). 


mi) 


Der Werth, den X, für oo, annimmt, ist durch die Bestimmung gege- 
hen, dafs für die Oberfläche x sich in f(0,y) verwandeln mufs, welches 
bekanntlich nur geschehen kann, wenn man, für e—=9,, 


2 1 >. J 2rı n 
13. A, nu 32 6 06, sın uf P,f9,p)09ı 


hat, wo P,, oder, wie wir es auch mit Beifügung des Arguments nennen 


wollen, P,[cosy], den Coefficienten der nten Potenz von « bedeutet, wenn 


1 a 
man s / n « entwickelt, und 
VE Pöuay La nach aufsteigenden Potenzen von « entw ; 


wo ferner zur Abkürzung cosy — cos# cos®, -- sin # sind, cos(p—Yı) gesetzi 
ist. Führt man die Reihen- Entwicklung der Wurzelgröfse wirklich aus. 
so ist, wie man weils, 




















1.3.5 ....(2n-1) (nl) n(n-A)(n-2)(n-3) „nen 

nn rn n S Vo esse “ 
? 12. 3er (cos 47 2 (2n- 1) Y+ 2.4(2n-1) 1) (2n- -3) ne ) 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 3. 26 
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wodurch man auf der Stelle 


P,— 753. P,.[eosy] = F le F„[eos7] 
erhält. 

Die Kenntnifs des Werthes von A, für 0 = o, führt unmittelbar zur 
Bestimmung der Zahlwerthe %,„ und Z;„. Macht man nämlich für den 
Augenblick 0 =g, in (12.*), und das entstandene Ä, gleich dem in (13.), 


so entsteht: 


, 1 n_ , “an ö ie 
+ od, sind f P.,f9,Yy)0g, 
> (P, [6086] @, . [y1— 0, )IKA,,m cosmgp-- I, m sin a2 p)). 
mi 


Vermittelst eines Satzes, den Laplace an dem schon oben augeführ- 
ten Orte bewiesen hat, läfst sich die linke Seite der vorstehenden Gleichung 
ebenfalls nach Sinus und Cosinus der Vielfachen des Winkels g entwickeln, 
so dals wir jedem mit cosmgy oder sinzay multiplieirten Gliede der rech- 
ten Seite ein Glied mit demselben Factor auf der linken Seite gleichseizen 
können. In der That hat man 








P,[cosy] = > (G@,,„ cosm (p—gı) P,,m [eos6] P ‚m [60s@,]); 
. s u „il. 3. =; (2 [7 nd) . r 
wo zur Abkürzung a,„ = ?2 rt Tee gesetzt ist, @,., aber 
l 3:.9....(2n—1) . 1 . N 
fa>- x =: ) ist. Schreibt man nun für cosm(p—gY,) seine Eint- 


wicklung cosmgy cosmy, -—sinmgy sinmgy,, so hat man, vermöge der oben 
angedeuteten Operation, 


2n+1 1 Man; ar. 
ki, m 4 u. d,, m ® M E [v( {-0?)] S 09, sın Ö, ff m [cos 91/ f®, ’ p,) COS mn pP, U F 19 
"r n,m N0/- 0 o 


In—1 1 ci . n » . « 
En. a m. aa] 9, sind, P 0osd / 9 SINMY,OY,. 
di An "nm O,,m[v(1-03)] e He hf. [e ) 01, 91) fı © Pi 


Durch Substitution dieser Werthe in (12.*) erlangen wir für das unserem 
Falle entsprechende # die Schlufsformel 





n==xX 


14. u 3 (Wi) 4, P,,n [cos 6] Our 17 CL a 06, sin 6, P, „|cos@,] 


ni) 4rı 





mi) On,m [v(1-0o} 
x / "TO, g) cosm(p—p)ögı))- 


2. Wir gehen jetzt zu der Aufgabe über, den Zustand des Gleich- 
sewichts der Wärme in einem Ellipsoid zu finden, an dessen Oberfläche 
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die durch f(6,Y) ausgedrückte Temperatur erhalten wird. Man sieht leichı 
ein, dafs man für das verlängerte Ellipsoid eine Endformel erhält, die 
aus der im vorhergehenden Kalle entwickelten dadurch entsteht, dafs für 
QO in (14.) der Buchstabe P gesetzt wird. Macht man nämlich in (12.) 
nicht mehr g—=%x (ein Werth den o wohl bei der vorigen Frage, nicht aber 
bei dieser erlangen kann), sondern 0 —0, so wird O,m[y t—e)]=&x ($ 2.): 
also wird, da P,„[y(1—e’) endlich bleibt, A, nicht für alle # und y einen 
endlichen Werth einnehmen können, wenn nicht %k, „==! „—0 wird. Von 
hier an giebt ein, dem in No. 1. angewandten ganz ähnliches Verfahren. 


AR 


m 2n1”"Z” P,.m[v(1-0?)] £”., .: 
15. u — 2 (= 2 4, m P,,m [C0s0] ie 1 cd, sind, P, „[cos®, | 
uU mi n,m 0 o 


x fo, 1) cos (G _— p,)€ Y .))- 


0 

Ist das Ellipsoid ein abgeplattetes, so wird dieselbe Formel (15.) den 
fraglichen Wärmezustand angeben; jedoch mufs ein Beweis dieser Be- 
hauptung hinzugefügt werden, indem die Herleitung von (15.) verlangte. 
dafs es erlaubt sei, oO zu setzen. Dafs (15.) auch in dem Falle des 
abgeplattetes Ellipsoides (4.) genügt, ist klar, da sie nur ein specielle: 
Werth von (12.) ist. Dafs (15.) ferner für die Oberfläche (o-=o,) in 
f(0,y) übergeht, folgt sogleich aus bekannten Resultaten: dafs (15.) aber 
bei den abgeplatteten Ellipsoiden noch convergirt, bedarf eines Beweises. 
der in No. 1., so wie für die verlängerten Ellipsoiden in dieser Nummer 
unnöthig ist. Denn es ist klar, dafs den Annahmen in diesen Fällen ein 
und nur ein Wärmezustand oder Potential entspricht; wenn ihnen aber 
überhaupt ein Wärmezustand (Potential) entspricht, so kann es kein anderer 
(anderes) als der (des) in (15.) (resp. 14.) sein, indem zunächst % sich immer. 
und immer nur auf eine Art in eine Reihe von A, entwickeln läfst, und 
zwar dieses wiederum nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von y, indem 
endlich ein #, oder vielmehr das # nothwendig durch (12.) dargestellt wer- 
den mufs. Indem wir o—=»x oder o—=0 machten, folgte wiederum mit 
Nothwendigkeit, dafs je zwei Gruppen von Constanten Null sein müssen; 
und dann ergeben sich für die übrig bleibenden Gruppen Werthie, die (14.) 
und (15.) hervorbringen. Sind %k,,„ und Z,,„ gleich Null gesetzt, so er- 
hält man (15.). Die Natur des Problems verlaugte eine solche Bestimmung 
für die verlängerten Ellipsoiden: für die abgeplatteten liegt in ihr die Will- 
kürlichkeit, die das Bedürfnifs eines Beweises für diese Körper hervorruft, 

26 
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der, wie oben auseinander gesetzt ist, darin besteht, dafs man zeigen mufs, 
dafs die Formel (15.) auch für abgeplattete Ellipsoiden eine convergente 
Reihe bildet. Ist 0 —0,, so ist dieses bewiesen: ist aber e <o,, so kann 
eine Divergenz wegen des Vorzeichens der einzelnen Glieder stattfinden. 
Hätte man die früheren Aufgaben als rein mathematische, nicht als physica- 
lische betrachtet, so müfste auch für diese ein Convergenzbeweis geliefert 
werden, welcher dann dem ganz ähnlich geführt werden könnte, welcher 
sich in der Anmerkung 5. findet. 


3. Bei der dritten Aufgabe, in welcher nach dem von der Zeit un- 
abhängigen Wärmezustand in einem von zwei ellipsoidischen Oberflächen mit 
gleichen Brennpuncten begrenzten Körper gefragt wird, werden aufser der 
Gleichung (1.) noch zwei Bedingungen zu berücksichtigen sein. Es mufs 
nämlich nicht nur «== f(#, Y) für 0 =, sein, sondern auch au der andern 
Grenzfläche, für die go, sein mag, mufs % in eine willkürlich gegebene 
Function von # und g z.B. w(6, g) übergehen. Setzt man wieder « — 


NR 


> X,, so wird (12.) die allgemeine Formel von A, darstellen. In dieser 


u 
Gleichung wird der besondere Werth go, von go ein gewisses A”, hervor- 
bringen, welches mit X, bezeichnet werden mag; go, mag X, entsprechen; 
es wird dann möglich sein, die vier Gruppen von Constanten k,,, um; 
),,„ und Z,;„ zu bestimmen, indem X, gleich dem durch (13.) gegebenen X, 
sein mufs; ferner A, gleich einem Ausdruck, der aus (13.) durch Vertauschung 
des g mit w entsteht. Setzt man für P, die schon oben angewandte, nach 
Cosinus und Sinus der Vielfachen des Winkeis fortschreitende Reihe, 
und beobachtet wieder, dafs die Coeflicienten von cosmy und resp. sinmy 
auf beiden Seiten der Gleichung übereinstimmen müssen, so hat man vier 
ähnlich gebildete Kormeln, von welchen die eine 


k, ‚m .;® I} (1— o5)] 2% Me. O,m I} Aa 3 05)] 
1Q,,/"80,sinO, P,„[eos0,] / "F(0,, 0) cosy, dp 
In Im 1° ıE n,m S Ms ı» Pı Fı? fı 


ist. Vertauscht man rechts vw mit f, so hat man links o, für 0, zu setzen; 
schreibt man rechts sinm(p—y,) für cosm(p—Y,), so ist links Ak, und 
k,„ in Z,„ und /;„ zu verändern. Aus den so entstandenen vier Glei- 


ehungen lassen sich auf die gewöhnliche Weise A,„, Im» Am und 7, 
eliminiren; setzt man dann die Werthe dieser Constanten in (12.) ein, so 


hat man als Endformel: 
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ı 





16. En = er! > (a 4,mP, ‚m[eos6]. "P, 


4) m) btt- 0?) ]O,, m ‚[v(1-e®) 0) 1 P, my -0)) )IOn,mfy 
(1-e,)) 


[59 sin, P,,„[cos0,] "ki KO, YA-EDIP, „A-)]-Q,WyAa-o Pf 


ryı 0, PnTyit-e: )]-P,.n[y(i-e’ IQ. yd-o )]) cosm (p-Yı, 


s. 4. 
Die Gleihungen (14.), (15.), (16.) gelten auch noch, wenn e — 0 ist oder 
wenn das Ellipsoid in eine Kugel übergeht. So wird z. B. in (14.) für e-- 0 


> y*+ 
“Fo 


su . 0 . . 
zwar 0—=x und 09,—=®x, aber das Verhältnifs > —- nimmt den im 


1) er 
N 


0 


. . r r . 
Allgemeinen endlichen Werth — au. Aus den Formeln (11.) sieht man 


1 i 
ferner, dafs O,„[y(1—eo”)] sich mit wachsendem o der Grenze gr nähert, 


wenn man einen von g unabhängigen Factor unberücksichtigt läfst, der sich 
also forthebt, wenn man den Quotienten zweier Q mit gleichen m und n 


, “ O0, ‚m 1—o n+1 . n+2 " 
bildet. Es ist demnach Ai: ar = = — (7°) ‚ also unabhän- 


gig von ın, so dafs man E Be nach >» ausführen kann, indem der 
schon oben angewandte, von Laplace abgeleitete Satz 


= (a,, RA ‚m[ cos 9 P n,m [cos 9] cosın ($ —91)) = Fan P, [ cos; ]; 
P, a oder schlechtweg gleich P, giebt. Für die Kugel geht also das u 
aus (14.) in 


ER Be: Ef "29, sind, f f( 9, y) P.°yı) 


ni) 


über; welches auch mit der auf gewöhnlichem Wege abgeleiteten Formel 
für die Aufgabe, um die es sich hier handelt, übereinstimmt. 

Unter den speciellen Werthen der gegebenen Function f(#, g) ver- 
dienen zwei Beachtung: zuerst der wein die Function von y, dann aber 
der wenn sie zugleich von 0 und g unabhängig ist. Im ersten Falle mag 
f(9, 9)=yx($) sein, so wird 

/ "fO, p)eosm(p—gyı)dyı = x(0) / cosm (Pp—Yı)dYı 

0 


0 
gleich O oder 27, je nachdem m >>0 oder m — 0 ist. In den vollständigen 


Ausdrücken für « reducirt sich demnach jede Summe nach zn auf ihr erstes 
Glied, so dafs man z.B. für das % in (14.) erhält: 


17. u 3 (Hl... Gelmeil, p, [eos6] / "30sindP, [cos] 10). 





n—U 2 \ 0,0 [(1- D, Eu’ 





-0- )} 
“ i 


9pı) ) 
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Berücksichtigt man den Zahlwerth von «,,, und den Zusammenhang der Func- 


tion P,[cos6#] mit P,,[eos#], so geht (17.) in die einfachere Gestalt 


ai un 2n+1 O.0 (l1—p 
Bu ( = Da ya, a -P.[e0s0] / "60 69 sind P,[cos0] (9) 


über. Hätte man auch in (15.) f(0, g)—=yx(®) gesetzt, so wäre eine Formel 


0,0 [V‘ Ze 
Golvı I— 09) 





entstanden, die aus (17.*) hervorgeht, wenn man darin - 


- [v1 o?)] 


O,o|y (—o2)] 


mit 


vertauscht. 


Ist x(6) nun auch von # unabhängig, d.h. gleich einer Constanten 


k, so ist / if; #sin® P,,[eos6], also auch / 0 sind P,[cos0] gleich 0, so 
r 0 


. . .. ” »7E . - - 
lauge » von 0 verschieden ist; für n — 0 wird dagegen / °9sind P,[cos®#] 
— 2 (Anmerkung 6.), so dals sich unter der letzten Annahme (17.°) in 


17.# u—K. u vAa—er)l 
Oolydi— 3) 
verwandelt. Aus (15.) hätte man erhalten 
Ei mn Ey 
P,,[yvid—e,)l 
Es läfst sich übrigens (17.””*) in eine übersichtlichere Form bringen, wenn 
man für Q,, seinen Werth aus Anmerkung 3. setzt, wodurch man für ab- 
geplattete Kllipsoiden 
arc (sin = —) 


um kh.— 
alt (sin = — 4) 


erhält; wo der Arcus so zu nehmen ist, dafs er für o—=x verschwin- 





det. für o—=1 aber = --4n wird. Für verlängerte Ellipsoiden hat mau 
13,lh 2) 
Iog(} v(l—o 3 
Bd on a A dd 1 
ang (et = Oo )+H1\ 1 
log = 
Yi- 7 per 


Aus dem Obigen übersieht man leicht, wie die Formel (16.) sich verändern 
wird, wenn man in ihr nicht nur f(0,Y) = k, sondern auch (6, ) con- 
stant — A’ setzt. Für abgeplattete Ellipsoiden geht nämlich (16.) in 


far (sin =) (sin = 1 4) iM? (ac (sin = u 2) — are (sin = ) 


18. u — 








arc (sin = = PR —AIC (ein = = - 
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über, wo der Arcus wie oben zu gen ist; für verlängerte dagegen in 


v(l—g:) ‚+1 vt—e?)— vi— e)+ y( U—e)—iyN 
19 A vda—e)—t' En) 6 I— e)—1" vi—g)+1/ ) 
> (B FE + y( 1—e)— 1 | I 


ee: 1 yo) 1 
Mau sieht hieraus, dafs die verschiedenen Ellipsoiden mit gleichen Breun- 

















puncten, deren grofse oder resp. kleine Halb-Achsen 9 sind, isotherme Flächen 
vorstellen; die Temperatur eines jeden von ihnen, die eben nach dem Be- 
griffe der isothermen Fläche auf der ganzen Ausdehnung eines bestimmten 
Kllipsoids unveränderlich ist, wird durch (18.) oder (19.) gegeben, deren 
allgemeine Form: 

18. u a. (sin —— 3 +b, 

19. u — N.tang EBENE % 

u iu, 

ist, wo a, b, A, B von go unabhängige Gröflsen bedeuten. In dieser Ge- 
stalt stimmen unsere Formeln mit denen überein, welche Lame als spe- 
cielle Fälle in einer Abhandlung über isotherine Flächen hergeleitet hat °* ), 


|indem (18.*) sich auch in 


p 


1 
es == « ‚are (cos — =) 


verändern läfst, (19.*) in 
o)—A\ , 
u — «log ee - B]: 
wo er untersucht, wie ein Körper beschaffen sein mufs, damit er, wenn 
seine innere und äufsere Grenzfläche in constanten Temperaturen erhalten 
werden, Ellipsoiden zu isothermen Flächen hat. 

Von den drei Fragen, deren Auflösungen durch (14.). (15.), (16.) 
gegeben werden, hat Lame nur die eine, welche (15.) beantwortet, behan- 
delt. Dafs sein Resultat mit (15.) übereinstimmt, ist in der Anmerkung 7. 
gezeigt, indem die E bei Lame den P, die bestimmten Integrale im Nen- 
ner bei ihm den a, entsprechen. 


*) Liouville, Journal de mathematiques. Tome I. pag. 147. Sur les surfaces 
isothermes dans les corps solides homogenes en &quilibre de temperature. 
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Anmerkung 1. 


Die TEE hä (9.) oder (9.%), nemlich 


re 


N EB ‘ 
c (@) »n.m (1— 20?) | 


nn nd L Pr m? 
— (1 — 0°) 1475 u a  ü S n,m (n(n Pi) ‘ ) , 


)) J | 2 
C 0 0 0 





5 
ges 
- 


von welcher wir zwei particuläre Integrale mit P, „[y(1-e’)] und O, „[y(l-e’)] 
bezeichnet haben, geht, wenn man == y(I1—e°) setzt, die Wurzel so ver- 
standen wie oben, in die Form 


I\2 0° Zn,m ? Die | ! >) 
’ %, j4 an °® 1 ie f h . FRE: Bi; 
20. (1—r) a 22(1—r°) zug %, m (an) —m’—n(n--1)&2”) = 0 
über. Macht mau 2,m = 0””.%,m = (y(I—z°))"v,„m, so mufs v,„ der 


Differentialgleichung 
. ? 0? Un,r | / \ Ö Un,m | | 
21. (1-2). "+ U m—1)r. ——— —+(n(n--1) — m(m—1))v,. = 0 
or: | \ / or | \ n,m 


genügen. Diese verwandelt sich durch Differentiation nach z in 


0? ‚ J2 


I Un,m 


0x3 


Un,m 


> ı ın7/ ‘ C | de 
(1—ıx‘). -1 2 (m—2)0. a (nn (n--1)— (m—1)(m—?)). ar —(), 


Durch Vergleichung mit (21.), wenn man dort m —1 für m ö Yenpiahe 


, . Odn.n 5 “ 
sich sogleich, dafs v, „-ı = De ist, wenn man die vorkommende Con- 
e- . 5 .. Mi) ’ . 2) Un,m-1 0? Un 
stante unberücksichtigt läfst. Ebenso ist auch — — - —= 8... 6. 
oOXx or: RER: 


und allgemein, wenn » eine ganze positive Zahl bedeutet, die »n nicht übertrifft, 


oP Un,m a 


Bxr " Un,m-p* 
Seizt man mn, so lassen sich folglich aus eenem v, nämlich ve, „, alle 
übrigen mit gleichen n bestimmen, indem 


An—m ,. 
ce pP Ü n, n 4 [®) ! n, n 


8 rP TER Ö„ n—p ’ ra) yn—m Ben Ü] m * 





Die Definition von v,, ist durch die Gleichung 
4: 








1% 1-2). Sr 4An—ı)e. 


r? 


a. — 
3, T2RUn = 0 


gegeben, deren eine Auflösung («=’—1)” ist, während die andere sich z.B. 
in Form einer Reihe aufstellen läfst, die nach Potenzen von x aufsteigt 
oder absteigt, je nachdem x, wenn es reell ist, oder der reelle Theil von 
x, wenn es imaginär ist, positiv genommen, die positive Einheit übertrifft. 
oder nicht übertrifii. Bezeichnen wir diese zweite particuläre Auflösung 


mit g,, SO ist 




















15. Heine, Aufgaben für partielle Differentialgleichungen. 201 





3 Par. #\® | N, 
Unn U Co \X 1) C„, 0 Uns 
ogrmm (. r Bicsi, s 4 Oo N—m An 
U, ” er C, m *® N zu C„ ın *® e 
y- ’ 6 X ra © 2 ‚N n—m 
endlich 
x Ann (fm? n ital 
Yu —im © (xX”- 1) R y—}m o 7 
22. z ı,m N, C„, m’ ( | Bei x “r ki; r a 7 c, m®\ | 4 ) L F gm 


Es ist zu bemerken, dafs der mit c,,„ multiplieirte Theil von (22.) zu dem 
Ausdruck, welcher entsteht, wenn man darin m mit an vertauscht. in 
einem eonstanten Verhältnifs steht, so dafs auch 

öntm (pr 1)" (2 — 1 


\ 1 . ) \- O 
> cv VEREIN “ kalt 2 dr nz > Nr A ”= . ‘ .-\ zn 
23. RD nn _® . ( l X / 5 0 yıtm En m ® ( 1 I J ET 


O.armm 


ist. Gerechtfertigt wird diese Behauptung durch die von Jacobi bewiesene 








Gleichung 
24 1 grom (a? TR i yr er. (. r’ 2 Hr orte (z rn 1 jr P 
(n— m) N Gym ” (n- - m, Ya Oft 


Der in k,,„ multiplicirte Theil von (23.) unterscheidet sich nur durch eine 
Constante von P,. [yi—o’] oder P,„[2J, so dafs der in ec, „ multipliecirte 
Theil derselben Gleichung von Q,„[x] gleichfalls nur durch eine Constante 
unterschieden sein kann; womit bewiesen ist, wie $.2. verlangt wurde, dafs 
sich alle P mit gleichem rn aber verschiedenem »» durch Differentialquotien- 
ten derselben Gröfse darstellen lassen; und dasselbe für die 0%. Um den 
in k,,,. multiplicirten Theil auf die Form der Reihe (10.) zu bringen, kann 
man (2° — 1)" z.B. pmal nach x differentiiren, welches die Gleichung 

















oP( x?-1)” 4 r c A \ mnin—nD (2n-p) (2n-p-1) an?n-p 
2 = (An) (2n— nz Kuala 7775 Ve 
ı @Rn— Pan —p—1)An—p-YAn—Pp—3) zanpr ) 

| 2.4. Ca Te RG 


giebt. Macht man darauf p—n--m und multiplieirt auf beiden Seiten mit (1-2°)*” 
Im o"tm (gr? —— 1)" 


’ 





so hat man auf der linken Seite (1— x’) ne rechts aber 
(In) (2n—1)(?n —2)....(n—m--1), multiplieirt in P,„[x]. Es ist also 
ß u (—.r2)?" or — 1)" 
25. P,„[2] = (n—m-+1)(n—m+2) ....(2n) " am 


oder auch, mit Anwendung von (24.), 
(1m. at)" — la — 1) 
(n+m-+1)(n+m+2)....(2n) Om 








25. a [x] Se 





*) Gegenw. Journal Bd. II. pag. 225. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 3. 27 














202 15. Heine, Aufgaben für partielle Differentialgleichungen. 


Es sei noch bemerkt, dafs wenn man Zn = (ll 2)" u gemacht hätte, 
Resultate für u, entstanden wären, ganz ähnlich denen, welche für v,,,, 
im Vorhergehenden entwickelt worden sind. Der Zusammenhang zwischen 
u,,„ und v,,, welcher aus der ersten und der ebeu angegebenen Substi- 
tution folgt, würde dann von selbst das hier entlehnte Resultat, welches 
durch (24.) ausgedrückt wird, gegeben haben. 


Anmerkung 2. 


Bekanntlich ist 
h x? —1)" Rh 0:.(2?—1)" \ 
7 x rt 


hr or (2? — 1)" 





26. ((2-- A)’ —1)" = (2°—1)"-- 











.....7 


I 1.2.3...2n) dam 
Multiplicirt man (26.) auf beiden Seiten mit 2 macht darauf A=iyo, wo 
= y—I und oe = y(1—x?) gesetzt ist, die Wurzelzeichen so verstanden, 
wie sie schon oben erklärt wurden, und ordnet dann nach Potenzen von 
y, so werden nach (24.) die Coefficienten von (o2y)"+” und (ge)"+”.y”” 
einander gleich. Es sind diese nämlich 


ee u Dr ee 
(In—m)! 


im)!‘ dam 
Man hat demnach: 


nzn 4 m r ; ’ R 
DS tr ı if? 5 = u l “I f 2 ym 2 __ n 
27. (vio "ei r- h)’— 1)” au (? 0) n > mi ö (y m +Yy FE j C = er j 
m=-i) (m) ° 057% 
0 (x? nu 


‘ON! die Einhei 0 Bi . i 
wo unter (0)! die Einheit zu verstehen ist und unter — — die Function 
OX 


Orr m 





x°—1)" selbst; wo endlich für a —= nr die Hälfte des auf der rechten Seite 

entstehenden Werthes genommen werden mufs, indem nur ein Glied mit 

jeder Potenz von y multiplicirt ist, hier aber y mit y"+" zusammenfällt. 

Macht man daher y=e'?, so entsteht (da y’”" -- y”’+” —= 2cos (n—m) p): 
28. 2" (2 + cosp y(a’—1))" 


1 20a 1" |, „u ar Te Oel)” 
( ee cosmy) *), 


nm 


n—m)! * dam 


—— 4 





a. 


(mn)! FR % Bu 
Es ist zu bemerken, dafs in (28.), in Folge der Gleichung (24), =» mit 
—n unter dem Summenzeichen vertauscht werden kann. Setzt man für die 


*) Dadurch, dafs man (1+.xcosg@)* nach Cosinus der Vielfachen des Winkels 
entwickelt (Instit. cale. integr. Vol. I. cap. VI ) geht das einfache Bildungsgesetz 
der Coöfficienten, welches sich bei der Entwicklung eines Ausdrucks von der Form 
(x +cospy(x?—1))" herausstellt, verloren. 
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Differentialquotienten von (2’—1)" ihre Werthe aus Anmerkung 1., so wird 


29. (x + cosyp y(z?—1))" 








_ (nn 12)... ‚.(2n) ‚P, „le + ze ‚Ss (a". (n-m-+1) (n-m+2). an) p 


(u) (nm)! 


n.m | ICOS MG ). 
2”. (u)! ml r | / 


In a 
30. P,m[2] = n "an! (n—ın)! (n-- mif” (2--cospyie’—1))" cosmy og: 
den Fall »a = 0 nicht ausgeschlossen. 


Aus der Betrachtung des bestimmten Integrals in (30.) lassen sich 
durch Differentiiren unter dem Integral die P,„[x] durch Differentialquo- 
tienten der Kunction (=’—1)” ebenso ausdrücken, wie es in der vorigen 





Anmerkung geschehen ist. Das dabei anzuwendende Verfahren ist dem ganz 
ähnlich, welches bei der Auflösung der Differentialgleichung auseinander- 
gesetzt ist. Dabei ergiebt sich von selbst die Kundamentalgleichung (24.). 


Anmerkung 3. 


Hier soll die Differentialgleichung 


‚4-2e?) m? 


7 (n(n-' I —) & nm —=0 


o? 
“ 


OÖ 





02 ‚m 
Fr u er 
0° 00 0 


2.» 
r 
noch einmal betrachtet werden, um daraus bequeme Formeln für Q,,.[«] 
zu finden. Bei dieser Gelegenheit wird man wieder die Auflösung P, „[x] 
finden, die dann so einzurichten ist, d. h. deren Constante so zu wählen 

dafs sie mit dem, was sie in den frühern Anmerkungen bedeutete. 


übereinstimmt. 


Es mag o nicht kleiner als 1 sein: eine Bedingung, die zufolge un- 
serer Aufgabe erfüllt wird, so oft e reell ist; bei imaginärem og mag dieses 
so verstanden werden, dafs der positive reelle Zahlwerth von o nicht klei- 
ner als 1 ist. Versucht man daun, die vorliegende Gleichung durch Rei- 
hen zu integriren, welche nach Potenzen von g absteigen, so erhält man: 

n? — m? 
31. m = Cm (1 n(n+1)-(n-1)(n-2)° oe” 
(n?2-m?)((n-2)?-m?) ' 
To@f)- (n-1)(n-2))(n(n+1)- (n-3)(n-4))"® Te ) 
{ 2__ m? 
T km (1. ; rs) —n(n+1)* 2 
((n+1)?- m?) ((n+3)?- m?) \ R 














r ((n+2)(n+3)-n(n+1)) -n(n+1))' “eg 
27 
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Wie solche Integrationen auszuführen sind, ist hinlänglich bekannt; man 
erhält den obigen Ausdruck sogleich aus den von Euler *) angegebenen 
Formeln, die für eine Differentialgleichung entwickelt sind, von der die 
unsrige ein specieller Fall ist. Durch Anwendung der identischen Formel 
2(2-N—n(n--1) = (2 —n)(2-+4n--1) 
läfst sich sowohl der mit ce, ai auch der mit %k,,„ multiplieirte Theil von 
(31.) auf die Gestalt einer hypergeometrischen Reihe bringen; und zwar 
hat man, mit Benutzung der schon früher gebrauchten gewöhnlichen Be- 
zeichnungsart: 


I n,m . C, ‚m (2 F 3 N | m); de 2 N WE m), 3( In ey 1), 0 =) 
+ IR 0 n +1 F (3( n Im) 5) in 1-! -mM), 4 In - 3\ ) hub 


Man bemerkt sogleich, dafs der Factor von k,,„ das ist, was wir (11.) 
mit Q,„.]y(1—o")] für das abgeplattete Ellipsoid bezeichnet haben, so dafs 
nur noch die zweite Form dieses particulären Integrals zu entwickeln bleibt, 
welche sich auf das verlängerte Eillipsoid bezieht. Der Weg, welcher uns 
zu dieser führen wird, mag jedoch nur als ein heuristischer betrachtet wer- 
den, da einige Lebergänge durch divergirende Reihen geschehen. Nichts- 
destoweniger wird das Resultat brauchbar: denn wie man durch wirk- 
liche Differentiation leicht einsieht, genügt dasselbe der Differentialgleichung, 
ist aber zugleich für die vorkommenden Werthe von g9 eine convergente 
Reihe ($.2.). Die Relationen, welche Aummer ***) zwischen hypergeome- 
(rischen Reihen mit verschiedenen Elementen angegeben hat, werden uns 
ohne Mühe die verlangte Formel verschaffen. Von den vielen, in seiner 
Abhandlung angegebenen Gleichungen benutzen wir die folgenden: 

(N0.49.) Fa, P,a+-P-+-4,2)=Fl!e, 2P, 0-4, 1(1—yYi1—x))), 


/ 





(No.55.) Fe, P,4(a--P--1), ©) 
— (l—?2r u alas a..4(0 I). 2 (ca +9 - 1), Se). 
\ / y- y- / y i 40? — 4-1 


Durch die erste Gleichung geht der mit A, multiplieirte Theil in 
: 31 0— 
 ı (n- I—m, n-1-—m, 1 In--53), Fe wu 
„5 0 
über, und dieses wiederum durch (No. 55.) 
/ı (9% f nn n-1— m) ‚A nl) y \ L/ \ ‚ | N l 
\ e- . 0 #E N - 1— m), (Rn Gr m, 4 N (<n T I)a ii ) 
i) r 


5 
( l—o 


”) Instit. calc. integr. Vol. Il. Sect. I. Cap. Vil. 
“#) Gegenw. Journal Bd. XV. pag. 77 u. 78. 
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oder 
; l 
— gr), Hr (VA-E))HT.F (Kn-H1 I-m), 4n--2-m), 42n--3) ). 


- /) l-o'/ 


tim, so hat man die zweite Formel in (11.). 


Macht man also k,m =? 
Der mit c,,„ wultiplieirte Theil nimmt durch (No. 49.) die Gestalı 
e— vle? - ” 


20 


o"F (—(n+ m), —(n— m), —tIIn—1), 

an; dann durch (No. 55.) die doppelte Form = F(a, ß,y,2%) = F'(Pß,o,y,%)) 
Ir I nm » / \ z ! 

32. 0”... (YA-E))" tr”. F (- I(n--m), -I(n--m-1), -42n-1), —)» 


oder 


kln—m / 2\ \n—m Y \ | 
33. 0". HET YA EN)". F (- Kn-m), -4n-m-1), -1On-I), ——): 


Den letzten Theil, dividirt durch (—1)*”""), haben wir P, „[y(1--0’)] ge- 
nannt, so dafs der in c,, multiplieirte Theil von (31.) zu P,.„Iit— eo] 
das Verhältnifs (—1)%""):1 hat: ein Resultat, welches hier wegen der 
letzten Anmerkung angeführt werden mufs. Wenn es sich gleich schon 
durch bedeutend einfachere Schlüsse herleiten läfst, so schien doch die 
Zurückführung des einen Polynoms auf das andere wünschenswerth. End- 
lich sei noch bemerkt, dafs durch Gleichsetzung von (32.) und (33.) fol- 
sender andere Ausdruck von (24.) erhalten wird: 


‘ Im / / ı \ i 
34. 0 ie -4n—m), —4n—m—1), —4(2n—1), ; =) 


= fg? DF(—4n- m), —4Hn-+-m—1), In —1), 


— 
gr 
Ev 
te 
ee 


Hiermit ist die Möglichkeit gegeben, für jedes o das dazu gehörige 
O,m[y(t— o’)] zu finden. Für einen besondern Werth von m und n ver- 
einfachen sich die mit F' bezeichneten Reihen so, dafs man sie aus den 
gebräuchlichen Tafeln berechnen kann, ohne erst die einzelnen Glieder bis 
zu einem hinlänglich entfernten zu summiren. Setzt man nämlich mn — n — 0. 
so giebt sowohl die Differentialgleichung (9.) unmittelbar, als auch unsere 
Reihe für Q bei verlängerten Ellipsoiden: 

3 Qu za) lt); 


dagegen bei abgeplatteten: 


35.” Qulyi—e)] = 


n m 
u 
Di 
Er] 
Ne 
DV 7 
Le) 
>| 
rt 

Pb) 

- 

c 
Fu 

7) 

— 

I) 

u 
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wo natürlich mit unendlichem go der Bogen verschwinden mufs, also zwi- 
schen O0 und 47 zu nehmen ist. 

Für die hier gebrauchten speciellen Werthe der Function F' sind 
übrigens die Ausdrücke durch Logarithmus und Arcus in der Gaufsischen 
Abhandlung über die hypergeometrische Reihe angegeben. *) 


Anmerkung 4. 


Das Geschäft, aus vorhergehenden P,,„ oder @,,, die nachfolgenden 
durch recurrirende Reihen zu berechnen, wird darin bestehen, zuerst, wenn 
zwei P (oder Q@) mit gleichem n, aber verschiedenem »» gegeben sind, die 
ganze Reihe der P (oder Q) mit demselben 2 und einem »2, welches zwi- 
schen VO und r liegt, zu finden; dann aber uus dieser (nun bekannten ) 
Reihe zwei Glieder mit einem n, welches das vorige um eine Einheit über- 
trifft, herzuleiten; oder auch, was bei den P möglich sein wird, diese un- 
abhängig zu berechnen. Die Betrachtungen der Anmerkung 1. werden uns 
ohne Mühe die verlangten Formeln verschaffen. Wie es dort geschehen 
ist, setzen wir auch hier & = y(1—e?), und zwar soll, wie oben, x die 
positive Wurzel vorstellen, wenn 1—g° positiv ist, die positive imaginäre 
Wurzel aber, wenn 1—g° negativ ist. Unter der positiven imaginäreu 
Wurzel werde ich nämlich daun die positive Wurzel aus 0’— 1 verstehen, 
wenn man sie in 2 multiplieirt ($. 2.). 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir den ersten Theil unserer 
Aufgabe lösen, der wieder in drei Unterabtheilungen zerfällt. Deshalb unter- 
suchen wir 

l. Die Relationen zwischen den P mit gleichem n, aber verschie- 
denem m. Es war 0”. P,„[2] ein particuläres Integral der Gleichung (21.). 
Nun ist 


I ee TEE © ın-—-m), —4(n-+-m-1),—4(2n-1), ; ) 


re)? 


O-Un,m u \m 7 3 n-m-—1 » 1/ | \ 1 | 1/' \ 1 
Zu (-1)” in m)X HF (— 1(n--m-1),— 4n-+m-?2), — 42n-1), 3, 
— (N--M) d,,m-ı> 


und ebenso 
I? Ynm 
x 
Durch Substitution dieser Werthe in (21.) hat man 


— (n+-m) (n+-m—I)v 


n,m—.* 


*) Disquisitiones generales circa ser. infin. etc. pag. 5. 
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(n-- m) (nm —1) (1— X’) vd, m. — 2 (m— 1) (Rn m) V,m-ı 
+(n(n-- 1) — m(m—1)v,„n =. 
oder, durch Division mit n-- nm: 
(n-+-m—1) 1— z2’)v, m. — Ym—1)xv,, mi er Bu 
Setzt man wieder für v,„ seinen Werth 0”. P, m x], so ist 


36. (n--m-1)P, m: [x] —) (m-1). Ir x*®) Mi [*] | (n-ın-: -1)P,, „iz il -(). 
II. Die Relationen zwischen den ) mit gleichem n, aber ver- 
schiedenem m, bei verlängerten Ellipsoiden. Für diese Körper mufs 
— | 4 ‘ | ‘ | 
AT E F(}n—m- I), 4(n—m-2), 4 2n--3), — =) 


ein parliculäres Integral der Gleichung (21.) sein. Setzt man are Aus- 


Ey ‚nn 


r? 


Un,m 


Ö 
druck also = v,„, SO ist u Fülsz — (A—mM+1)v, m-ı3 folglich 


(n—m-I)n—m--Y)v,m-.. Durch diese Buhan nimmt (21.) die 
Form 
(n— m-+1)n— m--2) (1— 2’)v, mn — (m — 1) n— m--1)zv,,.-. 
(nm) (n— m-I-1)p,,. — 0 
an; endlich durch Division mit (an — m --1)0” die Form 


37. (n-m- 2) Q,mL2]- ml). Tan‘ On [2]-- (n-+m)Q,»[%]=- 
II. Die Relationen zwischen den Q mit gleichem n, aber verschte- 

denem ın, bei abgeplatteten Ellipsoiden. Kin particuläres Integral der Glei- 

chung (21.) wird in diesem Falle 

v,m = 0" Q,,m [2] = er" FlKn--i— m), Kn--1--m), 4(2n-+-3), 0”) 

sein, so dafs man auch hier den Satz der Anmerkung 1. anwenden kann, 








O Uni R ’ b 
dals wer sich nur durch eine Constante ce, von v,„_, unterscheidet, da 


diese Beziehung, unabhängig von jeder Reihen-Entwicklung, in der beson- 
dern Beschaffenheit der Differentialgleichung (21.) begründet ist. 


Es ist nun ur == ur . “2 = ae „u oder 
= (n—m-1)! en rm), P(in-m-3), Un-Im-1), HKQn-+3), 07°), 
und dieses mufs gleich €, %,,m—ı Sein, oder 
— 6 mer. Fl4ln +2 — m), (nm), 4(2n--3), 0”). 
Um die Constante zu bestimmen setze ich o—= x, so wird BR m i, 
\ 





6) Un,m 


also — (n— m-+-1).?.v,,m-ı, und ebenso 


0% 
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2 
en nn" (n a l)(n cn - 2) V,m-2 . 


ox°: 
Hierdurch erhält man: 
' we Iın\ ae } [ #3 a 
nn —m- 1) na — m-+2) 1— X)v,m-2—2(m —1) na — m--1)y(e —1)P,.n I 
+ (nm) (na — m--1)v,m = 0 
oder, durch Division mit (na — ın--1)o”: 


3. (nm YO] Am). On Le] tm Oel 0. 


Durch die Gleichungen (36.), (37.), (38.) ist der erste Theil unserer 
Aufgabe gelöset. Da man ferner für jedes n aus (10.) 


n 


/ // AT __ ze „7; 2 
0 I—o )] _ 0 5) PP. I} (1—o )] .— 0" .y(1—o ) 
hat, so lassen sich alle P leicht berechnen. Um sämmtliche O ebenso be- 
quem finden zu können, ist es nöthig, neue Formeln aufzustellen. 
I. Bei verlängerten Ellipsoiden ist 
u | (an —m+l)(n—m+2 2) ' 
T Tai "arg am m+3 
On, mla I S r 2.(2n +3) 


a )(n—m+3S)(n—m-+4) nm ) 


Eu (2n+3)(2n +5) 








woraus man sogleich erhält: 


ro” () [x] — a 1) le] = 5 (n- m+1) gn-m42)_ ı (n-m-+1) (n-m +2) (n-m+- 3) 
\ n,m N n,m _ 


(2n+3) ” ı 2 .(2n+3)(2n+5) 
oder. wenn man für die Reihe auf der rechten Seite ihren Werth setzt: 


ug 1 
39. Mh ' | x] — 0 Q, ‚m+1 [x | = rn a O,+1,m [x] . 








Il. Bei abgeplatteten Ellipsoiden ist 
"Ad AR [x] = :F (3 1( (N -: | I— m), 3 (n ge“ + m), 2 ı(In- 3), 0 ‘). 
In der schon oft erwähnten Gaufsschen Adi findet sich die Gleichung 





s, Ä , - a—P — 
F@a—l, Pl, ’& y)»—Fa, P; »Y)= — Y Fe, B+ 1, y-+1 


. Y) 
welche, auf unseren Fall angewandt, d.h. wenn man @ —= 4(n+1—m), 
B—=4n-+m-l),, y=4(n-+3), Y=o” selzt, 

n—+1 n+1 N 2 (m - + 1, ) n 
O0 7 RR [x] me % [x] = TR (en+3) 0" Our, m+ı [x], 
oder, nach der Division durch ge”: 
! 2, (m — (ml) 
0 0, m-+? [x] —d@ Q,, m [:e] rer " (2n+3)  Onrımti [x] =) 


giebt. Um diese Gleichung der andern (39.) entsprechend zu machen, kann 
man in (38.) für m den Werth m--?2 setzen, wodurch man 
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(n-+m-+2) 2(m-+1) vlo?—1) 
@ [21 = (n — m) 0, ‚m+? [x | get (n—m) 77% o Pe Re |] 


erhält, welche Formel, mit der vorhergehenden verbunden, 


and ı 2(m+1) ,,. 
BAT, MR Fünsd Fie A esineniien U e EN 
0Q,,n4: 1%] (1 n—m) /T an —m) *) (EN). Oamyı [@] 
(mi) 
+ ana) Omuma [2] = 0 
giebt; endlich 


)/ 2 ’ (n—n 1 
40. yie0— 1) . On [2] 0. O,m+ı [7] + ren ) Man, a x | u Ob 


Ein Weiteres über den Gebrauch, welchen man von den hier entwickelten 
Formeln zu machen hat, hinzuzufügen, würde überflüssig sein. 


Anmerkung 5. 


Um zu beweisen, dafs (15.) auf der rechten Seite noch conver- 
girt, wenn go reell, nicht kleiner als I, und von o, verschieden ist, wol- 
P,m{v(i—o?)] 
P,,mlv(1—e3)] 
fsern zu setzen, der zugleich von so einfacher Gestalt ist, dafs die Reihe (15.) 





len wir versuchen, für den Quotienten einen andern grö- 


sich mit bekannten Reihen vergleichen läfst, und man daraus Schlüsse über 
ihre Convergenz ziehen kann. Zunächst eg sich die Ungleichheit 


41 Pamya—eH] _ — Pr,m+? [v 1—o?)] 
Damage] ” Pam? [vl E3)] 


beweisen lassen, wo sowohl der Bruch auf der linken als der auf der 
rechten Seite des Ungleichheits- Zeichens positiv ist, indem y(1—.0_°) hier 
mit y(1—o?) zugleich positiv und imaginär wird, wenn wir die Sprache 
der früheren Anmerkungen beibehalten. Wie man aus (10.) ersieht, wer- 
den die Zähler und Nenner der beiden Brüche im Allgemeinen nicht po- 
sitiv und reell sein: ein Umstand, der die vorkommenden Operationen ziem- 
lich verwickeln würde, wenn man nicht, da eben die rechte Seite so- 
wohl als auch die linke positiv ist, durch Multiplication mit einer Potenz 
von 2 im Zähler’ und Nenner zugleich, diesen sowohl als jenen positiv und 
reell machen könnte. Ich wähle deshalb « unter den Zahlen 0, 1,2, 3, .... 
so, dafs #”. P, „[y(1—0%)] reell und positiv ist, welches, wenn z.B. n — m 
durch 4 ohne Rest theilbar ist, dann geschehen wird, wenn man u — O setzt. 
Dann wird, in Folge unserer Feststellung über y(1—e’), %. P,n-ı[y1—e’)]| 
positiv und imaginär, ö“. P,,„_. |y(1—e”)] negativ und reell sein. Multiplieirt 
man nun (36.) mit :“ und setzt es in die Form 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 3. 28 
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12 : jap is Yu v(e®—1) 1 pP h 
4. (Nn— m P Je ie ‘ M) .(m— ) n,m—1 64 


—= —i"(n+m—1)P, „—[%]; 
_—_# Pam-2 12] 
—juarıPp, it [x] 
= En m—1 [«] 

nn 
und für 2=x, gleich A,, (die Zähler und Nenner der verschiedenen A 
sind sämmtlich positiv und u so hat man aus (42.): 





so ist jedes Glied mit seinem Zeichen positiv. Macht man 





——— Mn und für 2 == 2, gleich _,; ebenso auch 




















1 un 
(n--m—1)A,.-ı = match Bu +-2(m —1). Fe >; 
woraus man wiederum folgende beide Gleichungen zieht: 
(e—1 1 
43. (n+-m-—]). „4 a hi, —_ Bir ai une +2(m —ı). ne und 
7 Am 
v(e®—1)' 
_ _k-m+1l) ,ı9 
44. (n+-m-—I1). Tan) An-ı = Zah r 7(m—1). 
Rhein 
Kann man nun für einen Werth von m zeigen, dafs zugleich 
= Q a 0 v(o? u, — NR 1) o 
45. Tri) m Men Te .A4,. und - re a ‚Ar, 
ist, so wird nach gi und (44.) auch 
0 “u o v( (E' 4) - V(@o wu. o 
y( 0?—1) . BB. > r. u. 5) SE. 1 und ) En 0,  . 
sein, d.h. so werden die Ungleichheiten (45.) für jedes m gelten, welches 
kleiner als das ist, von welchem ausgegangen wurde. Nun ist A, en, 
g 00 
ae a. 2 u 
während Ta) 4 a‘ ‚4; dagegen ist schon 
o u 00 0 
Te le 
1 
— 1-+ Er 
2n—1 @ 1 
aA. = ——, se A it 
hat ey(e*—I1) v(e’—1) I (22. —1)(e?—1)' 


-_ 


einzelnen Fall der Gleichheit nicht aus, so sind diese beiden Kormeln 
streng richtig für jedes »n. 


Schliefst also das Zeichen — in der ersten Ungleichheit aus (45.) den 
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Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu der Gleichung (42.) zu- 
rück, welche, durch —:“. P,„_. [®] dividirt, die Form 











/ } gi n,m[&J | | m —1)yie—1) Kai Pn. ‚m—ı1 [4 ve] 
(n—m-- - —= (n-m—ı) + =— I J 
ıNn im | 1) a " —u#P,m-.[2] ( | ) N 0 pr = P,. Kr [x] 
’ a7 1 i . 
oder gleich (n--m—1) — 2(m—1) “ annımmt. Die Differenz 
- Hhsse 
v(e—1) 
auf der rechten Seite ist positiv, da die linke Seite reell und positiv ist. 
Berücksichtigt man (45.), so wird — 2 - PER, 1 -, also 
. j Bu PB Be. 0 
Veen’ Am er 1)" Am-ı 
a. a Pıu,ml&l u 2 t#P,, ‚m [01 d h P, ‚m [4 r] Pos _Pn, m—[al R 
Pan la] Bl) 0 Dale) Dale] 
womit die Formel (41.) bewiesen ist. 
a P,,m[.r] P.,n-ı [x] Pulli » 
Es wird also -— kleiner als ————, oder als „I 5 
P,. . x] P, u [x ,| P, 1; r ] SEIN, 


je nachdem na — m ungerade oder gerade ist, oder auch, da 
u n—l 1— o? P,, ‚n n 
Zr le) _ 5) r\ am. ai. und - Le] = (,.) s 
A n—I u nu Oo Y (d1—o;] P,. n [rl 42 j 
ganz, Pine 


Po [v(1—o?)] 0 ” 
ie mine] — (eV. 
P,,m vi—)] = (2) 


Nach diesen vorläufigen Betrachtungen kehren wir weiter zu der 
Formel (15.) zurück, die scheinbar verwickelter gemacht wird, wenn man 
ein drittes Integral hinzufügt. Setzt man nämlich 

C08Y%, —= cos# cos A, -- sin® sind, cos(p — $ı), 
so wird nach $. (3.) 


27 
Ad, m P,„|c0s6] P,,„ [cos®,] cosm (y—Y,) — f P,|cosy,]cosm(g-4,)0Y, 
0 


(für m — 0 die Hälfte der rechten Seite genommen), so dafs zu untersuchen 
hleikt, ob die Reihe 


2 1 . ’27ı _ 278 - P,m (1-0%)] 
2 653 (> 26 06, sin / ey1F9, PA P,[ecos7,] een 


n=( 





x cosm (P— ,)0y ‚)) \ 


(für m — O die Hälfte der rechten Seite genommen), convergirt, d.h. ob der 
Ausdruck auf der rechten Seite ein endlicher ist. Offenbar ist das Integral 


n 27c n 
nach &, kleiner als wi 0, oder als 2n.(2) ‚ folglich der unter 
EA 00 
28 * 
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Ad 


dem Summationszeichen nach »n befindliche Theil kleiner als E. (In - (2) ' 
N 
xo 


wo E eine endliche Gröfse bezeichnet, folglich, da nur positive Glieder 
vorkommen: 
nn 0 n 
u<e.2 (2n+1?.(2) s 


nu) 00 
wo 2 wiederum eine endliche Gröfse bezeichnet: also ist # selbst endlich, 
da sich auf der rechten Seite des Ungleichheitszeichens eine convergente 
Reihe befindet. 
Anmerkung 6. 


Um zu zeigen, dafs 
Bu ri "P,, [cos] sin 8 80 


verschwindet, wenn 2>>0, setze man cos®— 2, wodurch man 


Ay a 9977 


erhält, oder, nach der ersten Anmerkung: 


1 "+ Or(g2 fe 
= PERS | 0.x” or. 


—1 








Integrir( man unbestimmt, so ist, n > 0 vorausgesetzt, 
n U n or BE nn n 
vis ( — iM 0 A (a a ; 
or" 0 gr 
welches in Folge der Gleichung (24.) sich nur durch einen Zahlfactor von 


. o"tl(xr2 — 1)" 
ne 


wirklich 7, gleich Null wird. Für n —0 ist P,.[z]=1, do L=2. 





unterscheidet, also für 2 = +1 verschwindet, so dafs 


Anmerkung 7. 


In dieser Anmerkung wollen wir die Lameschen Betrachtungen mit 
den hier angestellten vergleichen; nicht nur um zu zeigen, wie die End- 
resultate, sondern auch wie die Methoden sich zu einander verhalten. Zu 
einer solchen Vergleichung wäre es überflüssig, die Lamesche Abhand- 
lung über die dreiachsigen Ellipsoiden im Auszuge mitzutheilen. Wir wol- 
len uns bei der beabsichtigten Auseinandersetzung auf die Rotations-El- 
lipsoiden beschränken, indem das, was aus dem früheren Aufsatze dazu 
vorausgesetzt wird, hier leicht ergänzt werden kann. Die von Lame an- 
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sewandten Buchstaben werde ich, so weit es möglich ist, in die im Vor- 
hergehenden gewählten umändern. 
Lame setzt 
ex = 910089, ey— rosinp, ex — r—)ylE 0?) 
entsprechend den Gleichungen (3.), wo r dieselbe Gröfse wie in $. 1. be- 
zeichnet, und go, gleich unserem esin® ist. Durch diese Werthe transformirt 


di Diff ti: le] . l 0? U 1} 0? uU J 0? u Er . . d m l ] z 
er dıe Billerenlialgleichung Ir Ta Tan 0 ın eine andere, welchei 


er wiederum durch einige Substitutionen eine höchst elegante, nach r und 
o, symmetrische Form giebt. Um nun den Werth von « wirklich zu fin- 
den, vergleicht Lame die Aufgabe für das Ellipsoid mit der für die Kugel, 
oder, was dasselbe ist, er wendet die Functionen X, an, wie sie durch (5.) 
bestimmt werden, kann aber (6.) nicht unmittelbar benutzen, sondern zieht 


© 
nur den Schlufs für den Werth von v— £.AX,: 
na) 
mn nzm 
w—'2 (<a, cosmyp--b„sinmgp) & B,. E,n). 
m) ne 


Hier sind a, und d, Constanten, d.h. von r, e, und p unabhängige Zahl- 
werte; BD,” ist eine Function von r, E,, ein ganzes rationales Poly- 
nom nten Grades von go, und yY(e—o?), dessen Form sich leicht erkennen 
läfs. Für D,,. und E,,. erhält man Differentialgleichungen, die aus (9.) 
entstehen, wenn man darin (2--1) mit A, vertauscht, für go aber erst 
dann & setzt. Erwägt man nun, dafs E,,. ein Polynom nten Grades 
von e, und y(e—o?) ist, so findet sich, dafs in der That für A, das Pro- 
duct n(n-;-1) gesetzt werden kann, so dafs E,,„ und B,,„ durch Gleichun- 
gen wie unsere P,„ bestimmt werden. Lame löset diese Gleichungen durch 
Reihen auf, von denen (Anmerkung 3.) gezeigt ist, dafs sie sich nur durch 
einen constanten Factor ce von Pin unterscheiden, so dafs 


MR Nn=% 
um 2 Z ((&,m COSME--P,m Sing) P,,n|c0s0].P,,. |yii— e°)]. 


m=) n=m 


Um &,m und /,m zu bestimmen, bedient sich Zame einer Methode, die 
der ähnlich ist, welche Poisson angewandt hat, um zu zeigen, dafs gewisse 
transcendente Gleichungen, auf die man bei mehreren Fragen der Wärme- 
theorie kommt (z. B. bei den Untersuchungen über den von der Zeit abhän- 
gigen Wärmezustand eines Körpers, der mit einem Gas in Berührung ist), 
reelle Wurzeln haben. Ebenso einfach, wie es oben geschah, auf die Be- 
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divgung an der Oberfläche zurückzugehen, ist Lame dadurch verhindert, 
n=zn 


dafs er sogleich das ganze a, d.h. Z X, betrachtet, nicht aber die einzel- 


di 


nen A,„, und gleich von Anfang an alle Glieder, die mit einem bestimmten 
Cosinus oder Sinus z.B. cosmyg multiplieirt sind, zusammenfafst; zu wel- 
chem Aggregat jedes Ä,, von X, au, ein Glied beitragen wird. 

Zur gröfseren Bequemlichkeit unterscheidet Lame die zu bestim- 
menden constanten Coöfficienten «&,„ und /,,„ nach acht verschiedenen 
(Gruppen der Glieder, welche sie multiplieiren, je nachdem in diesen Co- 
sinus oder Sinus von geraden oder ungeraden Vielfachen von g, ferner 
rt —e')yle—o?) nur in geraden oder in ungeraden Potenzen vorkommt. 
Die hierdurch entstehenden acht partiellen Wärmezustände bilden vereint 
den fraglichen. Einen derselben behandelt Lame vollständig, nämlich den, 
bei welchem nur Cosinus der geraden Vielfachen von 9, und aufserdem nur 
serade Potenzen von y(r’—e?) y(e—o°) vorkommen, und welchem eine Func- 
tion f{o,, y) als Ausdruck der Temperatur an der Oberfläche entspricht, die nur 
von 90 bis 9==47 willkürlich ist, für die anderen Werthe aber, von 9—0 
bis 4 — 4, von 47 bis 7, von —ı bis — 4, sich periodisch wieder- 
holt. Auf das Eindresultat, welches für diesen partiellen Zustand gefunden 
wird, bezieht sich der Nachweis der Uebereinstimmung, der hier geführt 
werden soll, indem sich genau zeigen läfst, welchem Theile von (15.) die 
Lamesche Formel für das « dieses partiellen Zustandes (,) gleich ist. 

Lame findet (wenn wir das E sogleich mit dem bequemeren P ver- 
tauschen): 


4 m—* ( n=% P;,. 2m vA — 0?] 
u, = — 2 Scos?2mop %& ( 2.2 Al.tmd sr FR 6080 
| ” m) / n—=m P;n,2m [v(1—o;] |. | | 
/ f P:n,2m [cos 0] sindc of" fee, „P) cos?2mgpo Yy 
x °— BR: | 





[ (P,,m [eos 0])* sin0 00 ) 
(für m = 0 die Hälfte der rechten Seite genommen). Für f(o,, Yy) kann man 
f(esind,g) setzen, oder auch f(#, y), wo jetzt f eine andere Function als 
früher bezeichnet. Ferner wird das Vierfache des Integrals zwischen 0 und 
! wegen der Symmetrie der Function f(@,y) nach y, die auch bei der 
Umänderung, welche die Bedeutung des Buchstaben f erfahren hat, nicht 


verloren gegangen sein kann, zu dem Einfachen desselben Integrals, wenn 
man die Integration von O bis 27 ausdehnt. Kehrt man dann die Reihen- 
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folge der Summationen auf die bekannte Art um, so ist 


In, Am a ] 
’ın, Um [va — 02] ' 


} "Penzm [608 8] in 000 [” f‘®; Bay 2) 
f« (Pan, 2m [cos 0])? sin 0 00 


1 na mzn 


u=— 2 2 (cos2mg 


LT n—) m=0 





en. „am |cos 0 | 


Aa 








( wiederum für a0 die Hälfte genommen): eine KF'ormel, die mit dem 
Theile von (15.), in welchem nur die geraden n und m summirt werden, 
und nur die Cosinus, nicht die Sinus der Vielfachen des Winkels p vor- 
kommen, bis auf die Constanten übereinstimmt. Will man auch die Gleieh- 
heit dieser nachweisen, so mufs man zeigen, dafs 
Anti = 1 


47. Ei 
a fe (Prn,am [cos 0])? sin#00 











ist (für m» —= 0 die Hälfte der rechten Seite genommen); welches sich auch 
aus den bekannten Eigenschaften der P leicht wird nachweisen lassen. 
In der That ist 


2 
2 re dB Intt?’ also 
u = 2)? BR. AR 3 1 
e (#0 [x])’o x = Ereene Kae DE na’ 


so das die Gleichung (47.) für m —=0 bewiesen ist, Um auch die anderen 
Fälle zu umfassen, betrachte ich 
| a at t)r . 


or n—m nr‘ Ö r ‚nftm 














ÖX 3 
—1 


welches nach der Iutegration durch Theile in das Integral 
; Ai orm-L(r? hy Ott (22 — 1) \n 





FE iu 2 ox tm 04 


—1 
übergeht. Es ist nämlich 














Fa ortm(x? — 1)" or—m—i (x? Ben! 1)” ortm (x? 1)" 
Oatım  ° En Tagen Or tm 
rn or—m—I (2? — 1 j” ie (x? er 1)” n " 
r dm ey u 





Für 2—= +1 verschwindet aber der aufserhalb des Integralzeichens befind- 
liche Theil, da nach (24.) 

or—ml(y3 — 1) (2? — 1)yrt! 

dar mi aa (n+m+1)! 


fol lt 1)" 


.(n—m—1)! er 
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Zugleich ist auch nach (25.) und (25.°*) 


(im [x] ) S. 
BR RRHEREERG. men | rm? —1)" Otmar — 1), 
(n-mL)(n-mr2)..(2n))(a+m+L)n-Hm-+2)...(2%)) ' Ogrm ’ Ort 
also, zufolge der so eben bewiesenen Beziehung, 


Ya ie [x] )? Dun 














u a (—1)r+! +1 Qnr—-m-1 (X 2 —1). 
((n-m—+1)( n-m+2 . ... (20)) ((n+m+1) (n+m-+2)... ..(2n)) S Ortm-1 
o"tmt+l (23 1)" 


drrtm+ı 
(n— m) p . 
(n+m-+1)" i nm+ [2] 02; 


. . > 1 
woraus man endlich, mit RE des Werthes von YA (P, ,|2])’öx, 














("® PEN RER (n+m)(n+m—1)....(n+1) 2 4 1 


(n—m+l)(n—m-+2)...n (Zn+1)  (2n+1)' am 
zieht; womit ein Satz bewiesen ist, der die Gleichung (47.) als speciellen 
Kall in sich begreift. 
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16. 


Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. 


( Von Hrn. Dr. Öltinger, Prof. ord. an der Universität zu Freiburg im Br.) 





R. 


$. 1. 

Da Wort „wahrscheinlich” wird im gewöhnlichen Leben von solchen 
Dingen gebraucht, deren Thatbestanud, er mag der Vergangenheit oder der 
Zukunft, der sinnlichen oder der geistigen Anschauung augehören, nicht 
als walır oder gewils angesehen und deswegen für unbezweifelt gehalten 
wird, aber doch viele, oder gar die meisten Gründe für sich hat. Man stellt 
den Begriff des Wahrscheinlichen dem der Wahrheit, Wirklichkeit, Gewifs- 
heit u.s. w. (verschiedenen Modificationen einer und derselben Grundbedeu- 
tung) gegenüber, und dem des Unwahrscheinlichen zur Seite, und ge- 
braucht letztern, wenn nur wenige Gründe für den Thatbestaud einer Sache 
sprechen, ihre Möglichkeit aber nicht bezweifelt werden kann. 

Der Schlufs auf den Thatbestand einer Sache, oder das Eintreffen 
eines Ereignisses, hängt, wie leicht zu sehen, von der Keuntnifs der ein- 
wirkenden Ursachen, Umstände und Bedingungen einerseits, und andrerseits 
von dem Grade der Bildung, Einsicht und Urtheilskraft der schliefsenden Per- 
sonen ab. Die äufsere Bedingung für den Begriff des Wahırscheinlichen ist. 
dafs der Gegenstand selbst keinen Widerspruch in sich trage, noch in einem 
solchen mit irgend einer anerkannten Wahrheit stehe. Kine und dieselbe 
Sache kann demnach für verschiedene Personen und unter verschiedenen 
Umständen verschiedene Grade der Wahrscheinlichkeit haben. Sind nun alle 
Ursachen, welche für das Dasein eines Dinges oder Ereignisses sprechen, 
und eben so auch alle, welche dagegen sprechen, genau bekannt, so kann 
man auch alle begünstigenden und alle hindernden Umstände zählen, unter 
einander vergleichen, den Grad der Wahrscheinlichkeit genau bestimmen, 
und ihn daher durch den Calcul darstellen. Dies ist die Aufgabe der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Zu dem Ende hat man den besondern Ausdruck 
„mathematische Wahrscheinlichkeit” eingeführt, und versteht darunter das 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI, Heft 3. 29 
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Verhältnifs derjenigen Umstände, Ursachen oder Fälle, wodurch der That- 
bestand einer Sache oder das Eintreffen eines Ereignisses bedingt ist, zu 
der Gesammtzahl aller möglichen Umstände, Ursachen oder Fälle, die mit 
ihm in Beziehnng stehen und auf eine günstige oder hindernde Art einwir- 
ken können. 

Die mathematische Wahrscheinlichkeit kann demnach alle Stufen, von 
der Grenze der Unmöglichkeit, bis zu der der Gewifsheit, durchlaufen. Sie 
wird um so gröfser sein, je gröfser die Anzahl der begünstigenden Ur- 
sachen oder Umstände im Verhältnifs zur Gesammtzahl ist: sie wird um so 
kleiner sein, je geringer die Zahl der günstigen und je gröfser die der 
hindernden oder ungünstigen Ursachen oder Umstände im Verhältnifs zur 
Zahl aller möglichen Ursachen oder Umstände ist, die auf das Eintreffen 
eines Ereignisses einwirken. 


$. 2. 

Die Bemerkungen des vorigen Paragraph rechtfertigen folgende 
(Grundsätze. 

Die mathematische Wahrscheinlichkeit wird durch einen Bruch aus- 
gedrückt, dessen Zähler die dem Thatbestande einer Sache oder dem Ein- 
treffen eines Ereignisses günstigen Fälle, der Nenner alle möglichen, auf 
den Thatbestand oder zu dem Eintreffen in Beziehung stehenden Fälle zählt. 


Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit durch w, die Zahl der gün- 
stigen Fälle durch p, die aller möglichen durch g, so ist 
p 
1 
Hieran schliefst sich unmittelbar Folgendes. 


l. w 


2. Die Walırscheinlichkeit ist ein echter Bruch; denn der Zähler mufs 


immer kleiner als der Nenner sein. 

3. Die Gewifsheit ist der Einheit gleich, oder 

eg 

ge u. pP 
wenn g9 die Gewifsheit bezeichnet. Sie tritt nämlich ein, wenn alle auf 
den Thatbestand einer Sache oder auf das Eintreffen eines Ereignisses Be- 


zug habenden Elemente als günstig einwirkend zu betrachten sind. 


Der Wahrscheinlichkeit, welche für das Bestehen einer Sache oder 
das Eintreffen eines Ereignisses spricht, steht derjenigen, welche für das 
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Gegentheil spricht, entgegen. Man nennt sie deshalb auch „entgegen- 
gesetzte Walrscheinlichkeit.” Sie begreift die Zahl aller ungünstigen Fälle 
in sich, ergänzt daher die günstigen Fälle zur Zahl aller möglichen, und 
bringt mit der ursprünglichen Wahrscheinlichkeit (Nro. 1.) die Gewils- 
heit hervor. 


Beide Begriffe schliefsen einander aus. Dies giebt 
s, u=1-—-w=I1-— x — Be 
Die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit ist demnach ebenfalls ein echter 
Bruch, dessen Zäbler die Anzahl der ungünstigen, der Neuner die Zahl 
aller möglichen Fälle ausdrückt. 

Kommt die Wahrscheinlichkeit einer einzigen Begebenheit oder des 
Besteheus nur einer Sache in Frage, und wird diese für sich allein und 
nicht in Verbindung. oder Beziehung zu einer andern betrachtet, so nennt 
man sie „einfache Wahrscheinliehkeit.” Schliefst die Wahrscheinlichkeit 
aber das Zusammentreffen mehrerer Begebenheiten oder das Zusammen- 
bestehen mehrerer Dinge in sich, so heifst sie „zusammengesetzte Wahr- 
scheinlichkeit.” 

Wir unterscheiden zwei besondere Fälle dieser Wahrscheinlichkeit. 

a) Entweder begreift das Bestehen einer Sache oder das Eintreflen 
eines Ereignisses mehrere Fälle in sich, von denen jeder ein günstiges 
Moment für die zu bestimmende Wahrscheinlichkeit abgiebt, die sich aber 
gegenseitig so ausschliefsen, dafs nur einer von den fraglichen Fällen ein- 
treffen kann: 

b) Oder es begreift mehrere Fälle in sich, die zusammenwirken und 
dabei so von einander abhängen, dals kein einziger Fall unerfüllt blei- 
ben darf, weun nicht die vorliegende Frage in ihrem Wesen geändert 
werden soll. 

Die unter «a. bezeichnete Wahrscheinlichkeit soll „relative Wahr- 
scheinlichkeit” heifsen ; wie dieser Name auch vorkommt, ob er gleich nicht 
ganz passend scheint; die unter b. bezeichnete wollen wir „bedingte oder 
abhängige Wahrscheinlichkeit” nennen. 

Der hier bezeichnete Unterschied tritt besonders deutlich bei der 
Anwendung auf besondere Fälle hervor. 

Sind in einer Urne 8 weifse, 10 rothe und 12 sehwarze Kugeln 
enthalten, und wird einmal gezogen, und fragt man: wie grols ist die Wahr- 

29 * 
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scheinlichkeit, dafs entweder eine weilse oder eine schwarze Kugel er- 
scheinen werde? so ist klar, dafs die Beantwortung der Frage auf dem 
Eintreffen des einen oder des andern Falles beruht. Die Wahrscheinlich- 
keit, dafs eine weifse Kugel erscheinen werde, ist „%;, dafs eine schwarze 
erscheinen werde, 43. Jeder von beiden Fällen begünstigt das Eintreffen 
des Ereignisses. Die Wahrscheinlichkeit, dafs der eine oder der andere 
Fall eintreffen werde, ist demnach 

w — 0 z— 12 — 20 — 

Sind die Bedingungen wie vorhin, wird zweimal gezogen und die 
gezogene Kugel nach der Ziehung zurückgeworfen, und fragt man: wie grols 
die Wahrscheinlichkeit sei, dafs zuerst eine weifse und dann eine schwarze 
Kugel erscheinen werde, so ist die hier in Frage stehende Wahrscheinlich- 
keit die bedingte oder abhängige; denn beide Fälle, das Erscheinen einer 
weifsen und einer schwarzen Kugel, müssen eintreten, wenn das Eintreffen 
des Ereignisses statthaben soll. Die Wahrscheinlichkeit, dafs eine weifse 
Kugel erscheinen werde, ist wie vorhin „,, dafs eine schwarze erscheinen 
werde 3, weil die in der ersten Ziehung gezogene Kugel in die Urne 
zurückgeworfen wird, ehe die zweite Ziehung geschieht. Da nun das Er- 
scheinen der weifsen Kugel dem der schwarzen vorangehen mufs, so wird 
das Eintreffen des zweiten Ereignisses durch das des ersten hedingt sein, 
und also unter 30 möglichen Fällen nur 8 mal vorkommen. Das Ein- 
treffen des Ereignisses ist von dem Zutreffen der beiden genannten abhängig, 
und die Wahrscheinlichkeit, das es geschehen werde, ist 

mh 
Der unter a. und db. bezeichnete Unterschied tritt deutlich hervor und führt 
zu ganz verschiedenen Resultaten. Im ersten Fall tritt die Summe, im 
zweiten das Product der einfachen Wahrscheinlichkeiten hervor. 

Zuweilen ist die Wahrscheinlichkeit in doppelter Beziehung zusam- 
mengesetzt; wie sich an folgendem Falle zeigen wird. 

Die Bedingungen sind die obigen. Es wird zweimal aus der Urne 
gezogen und die gezogene Kugel wird nach der Ziehung in die Urne 
zurückgeworfen: wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine weilse 
und dafs eine schwarze Kugel erscheinen werde? 

Hier können zwei günstige Fälle eintreten. Entweder erscheint zu- 
erst eine weifse und dann eine schwarze, oder zuerst eine schwarze und 
dann eine weilse Kugel. Der erste Fall wurde eben erörtert. Die Wahr- 
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scheinlichkeit dafür ist 
A IR BE u 
a 30.30 5. 


Die Wahrscheinlichkeit, dafs zuerst eine schwarze und dann eine 
weilse Kugel erscheinen werde, setzt die umgekehrte Ordnung voraus und 
ist aus den vorhin angegebenen Gründen 

w, — 45.30 = 75: 

Beide Fälle sind dem Eintreffen des Ereignisses günstig, schliefsen 

sich aber gegenseitig aus. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 





ee . 1 1% 8 
w = 39-30 730.30 


In dem vorliegenden Falle tritt die bedingte und die relative Wahrschein- 
lichkeit zusammen eiu. Es giebt, wie leicht ersichtlich ist, noch zusammen- 
geseiziere Fälle. Ihre Untersuchung wird den in a. und d. ausgedrück- 
ten Unterschied bestätigen. Zugleich ergiebt sich ein allgemeines Gesetz, 
welches gilt, wenn auch mehr als zwei Ereignisse in Frage kommen, und 


16 
8° 


welches sich auf folgende Weise darstellt. 


Werden die Wahrscheinlichkeiten, welche das Eintreffen verschie- 
. . . . “ . ) ): ) In 
dener, sich ausschliefsender Ereignisse begünstigen, durch ?t, ??, #2, .... ! 
> 5 ? ( E) q ? q q 
ausgedrückt, so ist die hieraus sich ergebende relative Wahrscheinlichkeit 


PıtPatPstPpater-Pn 
1 
Hierin kann 9, -4-92-4-93-+- Pa «...?„ entweder kleiner, oder höchstens so 


6. w= 


grols als g sein. 
Werden die Wahrscheinlichkeiten, von denen das Eintreffen eines 


Fr u . . ) ) ) In 
zusammengesetzten Ereignisses abhängt, Fi, Pz, Pr, ..,. Fr genannt, 


!ı 4a i 13 7 
so ist die bediugte oder abhängige Wahırscheinlichkeit 
G. w ns Pi r Pı P3 AN Pn 


WER FRoRE Ser TE Ti 
Es zeigt sich aus (6.), dafs die relative Wahrscheinliehkeit durch die Summe 
der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Fälle, aus (7.), dafs die bedingte 
durch das Product derselben ausgedrückt wird. Sind die Wahrschein- 
lichkeiten, welche das Eintreffen der einzelnen Fälle bestimmen, einander 
gleich, so geht die relative Wahrscheinlichkeit in ein Product und die be- 
dingte in eine Potenz über. Dies tritt bei Wiederholungen ein. 

Erwägt man nun, dafs die Gleichung (6.), aus Gründen, welche die 
Elementar- Mathematik lehrt, immer das nämliche Resultat liefert, in wel- 
cher Ordnung auch die einzelnen Wahrscheinlichkeiten zusammengezählt 
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werden, und dafs die Gleichung (7.) das nämliche Resultat liefert, in wel- 
cher Ordnung auch die einzelnen Factoren vervielfacht werden, und trägt 
diese Erwägung auf die Bedeutung der Gleichungen über, so ergiebt sich 
folgender Grundsatz: 

8. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, in welchem mehrere Fälle 
in einer bestimmten Ordnung aufeinander folgen, bleibt unverändert, wenn 
auch die Ordnung in der Reihenfolge der einzelnen Fälle geändert, oder 
wenn au die Stelle einer bestimmten Reihenfolge eine andere bestimmte Rei- 
henfolge unter den in Frage stehenden Fällen gesetzt wird. Demnach ist 
die Ordnung, in welcher die einzelnen Fälle eines zusammengesetzten Er- 
eignisses aufeinander folgen, bei Bestimmung der zusammengesetzten Wahr- 
scheinlichkeit ganz gleichgültig. 

Die Gleichung (7.) lälst noch eine andere und folgende Betrach- 
(ungsart Zu. 

Es sind 2 Urnen vorhanden, von denen die erste g,, die zweite g,. 
die dritte g,, u. s. w., die nte g, Kugeln enthält. In der ersten Urne befinden 
sich p, Kugeln einer bestimmten Art, in der zweiten p, Kugeln einer zweiten, 
in der dritten p, Kugeln einer dritten Art, u. s. w., in der nten p, Kugeln 
einer nten Art. Man zieht aus jeder Urne gleichzeitig eine Kugel. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs aus jeder Urne eine Kugel von der 
bezeichneten Art werde gezogen werden? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit findet sich, wenn man zuerst das 
gleichzeitige Erscheinen der Kugeln von den bestimmten Arten aus den 
beiden ersten Urnen miteinander in Verbindung bringt, mit diesem das Er- 
scheinen einer der bestimmten Kugeln aus der dritten Urne u. =. f., und 
endlich bis zu dem Erscheinen einer Kugel der bestimmten Art aus der 
letzten Urne aufsteigt. Die Wahrscheinlichkeiten für das Erscheinen der ein- 


- . B . ) » } I 
zelnen Kugeln aus den einzelnen Urnen sind Br. 2. Ba Pr 


u. 00.» > Dem- 
' l r . . = 1ı NM: , ’E Ir 
nach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
75 Pi Pa: Ba Parıitı Pen 
7ı 4a ’F di “in 


Die Vergleichung dieser Gleichung mit (7.) führt zu folgendem Satze. 


9. Bei der bedingten Wahrscheinlichkeit ist es gleichgültig, ob das 
Eintreffen der einzelnen Ereignisse gleichzeitig, oder in der Zeit nach ein- 
ander geschieht. 
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Leicht läfst sich ferner nachweisen, dafs auch bei dem gleichzeiti- 
ven Eintreffen der einzelnen Kreignisse die Ordnung gleichgültig ist. 

Betrachtet man endlich die Zahl der Fälle, welche das Eintreffen 
eines Ereignisses begünstigen, als die dieses Ereignifs hervorrufende Ur- 
sache (wie sich dies durch die Sache selbst rechtfertigt), so giebt dies Ge- 
legenheit, die Ursachen mit der durch sie bedingten Wahrscheinulichkeit zu 
vergleichen. Bezeichnen wir die Ursachen, welche das Eintreffen zweier 
Ereignisse bedingen, durch «,, %, und die durch sie bedingten Wahrschein- 
lichkeiten durch w,, w,, so ergiebt sich 

10. u: = w,:w. 

Die Wahrscheinlichkeiten, welche dem Eintreffen der Ereignisse zu- 
gehören, stehen zu einander in demselben Verhältnisse, wie die Ursachen, 
auf welchen das Eintreffen der Ereignisse beruht; und umgekehrt. 

11. Die Ursachen, welche für das Eintreffen der Ereignisse spre- 
chen, stehen in demselben Verhältnisse, wie das Eintreffen der durch sie 
herbeigeführten Erscheinungen, oder wie die letztern zugehörigen Wahr- 
scheinlichkeiten. 

Der Satz (11.) ist der umgekehrte von (10.). Beide bezeichnen den 
Zusammenhang zwischen Ursache und Erscheinung, welchen zu kennen 
wichtig ist, da er den Weg zum Auffinden neuer Erkenntnisse zeigt. 


S. 3. 

Die in dem vorhergehenden Paragraph aufgestellten Sätze bilden 
nach unserer Ansicht die Grundgesetze, worauf die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung beruht, und die ganze Wahrscheinlichkeitsrechnung beschäftigt 
sich mit der Anwendung dieser Gesetze auf einzelne Fälle. 

Die aufgestellten Gesetze sind sehr einfach; aber ihre Anwendung 
und die Behandlung der einzelnen Fälle findet oft viele Schwierigkeiten. 

Das Gebäude der Wahrscheinlichkeit beruht, wie $. 2. zeigt, auf 
der Ermittlung der einfachen Wahrscheinlichkeit. Aus ihr wird die zu- 
sammengesetzte sofort abgeleitet. Gerade aber die Bestimmung der ein- 
fachen Wahrscheinlichkeit ist oft einer der schwierigsten Puncte und nimmt 
die Aufmerksamkeit in hohem Grade in Anspruch. 

Ueber die Art und Weise, wie die Wahrscheinlichkeit des einzei- 
nen Falles aufgefunden oder bestimmt werden kann, lassen sich, wie leicht 
zu sehen, keine Regeln oder Gesetze aufstellen. Uuter allen Mitteln, 
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welche zur Auflösung eines Problems dienen können, ist das einfachste 
das beste; und es soll in den folgenden Untersuchungen hierauf besonders 
Rücksicht genommen und das Zurückgreifen auf künstliche oder entfernt 
liegende Mittel so viel als möglich vermieden werden; denn je einfacher 
die Entwicklungen sind, desto mehr dürften sie die Ausbildung einer Wis- 
senschaft fördern. 

Bei Bestimmung der einfachen Wahrscheinlichkeit ist nach 1. $. 2. 
das Verhältnifs zwischen der Zahl derjenigen Fälle, welche dem Eintreffen 
einer Begebenheit günstig sind, und der Zahl aller möglichen mit dem Ein- 
(treffen eines Ereignisses in Verbindung stehenden Fälle zu ermitteln. Da- 
bei wird immer vorausgesetzt, dafs alle die einwirkenden Fälle gleich 
möglich sind. Sind sie nicht gleech möglich, so muf[s der verschiedene 
Grad der Möglichkeit bestimmt werden; was oft sehr schwierig, oft aus 
mamgelhafter Kenntnifs der Umstände unausführbar, in manchen Fällen aber 
unwichtig und undankbar ist. Deshalb wird im Folgenden hierauf in der 
Regel nicht Rücksicht genommen werden. 

Was nun die im vorigen Paragraph aufgestellten Grundsätze betrifft, 
so dürften sie als die hervortreten, denen der Character der Allgemeinheit 
zukommt, und die daher geeignet sind, die Grundlage einer Wissenschaft 
zu bilden. 

Laplace hat in seinem „Kssar philosophique sur les probabilites”, 
die er als Einleitung zur 3ten Auflage seiner „Theorie analytique des pro- 
babilites” vorausschickte, zehn Grundsätze aufgestellt, die er als Grundlage 
dieser Theorie betrachtet, die aber nicht alle mit den hier aufgestellten zu- 
sammenfallen und die nach unserer Ansicht nicht die erforderliche, eben be- 
zeichnete Eigenschaft zu habeu scheinen *). 





*) Die von Laplace aufgestellten Grundsätze lauten wie folgt: 
I Principe. 

le premier de ces princeipes est la definition meme de la probabilite qui, comme 

on Ja vu, est le rapport du nombre des cas favorables, a celui de tous les cas possibles. 
Ile Principe. 

Mais cela suppose les divers cas egalement possibles. Sils ne le sont pas, on 
determinera d’abord leurs possibilites respectives dont la juste appreciation est un des 
points les plus delieats de la theorie des hasards. Alors la probabilite sera Ja somme 
des possibilites de chaque cas favorable. 

Ill: Principe. 

Si les Cvenemens sont independans les uns des autres; la probabilite de lexistence 

de leur ensemble est le produit de leurs probabilites particulieres. 
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Der erste von Laplace aufgestellte Grundsatz fällt mit dem in 1. $. 2. 
ausgesprochenen Natze zusammen. 

Dem zweiten Grundsatze mangelt eine genaue Erörterung und Fixi- 
rung des Inhalts. Die Bemerkungen, welche den Satz eröffnen, sind Re- 
sultate gemachter Erfahrungen bei Bearbeitung der Wissenschaft, dienen 
als Winke zur Aufmerksamkeit, und gehören offenbar einem Grundsatze 
nicht an. Werden diese Bemerkungen entfernt, so schliefst sich der Inhalt 
des letzien Satzes so nahe an den des ersten Grundsatzes an, dafs noclı 


Generalement la probabilite qu’un evenement simple dans les m&mes eirconstances, 
arrivera de suite, un nombre donne de fois, est egale a la probabilite de cet @venement 
simple, elevee a une puissance indiquee par ce nombre. 

IV® Principe. 

Quand deux &venemens dependent un de lYautre, la probabilit® de l’evene- 
ment compose est le produit de la probabilite du premier ev enement, par la probabi- 
lite que cet evenement €tant arrive, lautre arrivera. 

V° Prineipe. 

Si lon calceule a priori, la probabilite de l’evenement arrive, et la probabilite 
dun evenement composce de celui ci et d’un autre, qu'on attend; la seconde proba- 
bilite divisee par la premiere, sera la probabilite de ’&venement attendu, tiree de l’eve- 
nement observe. 

VIE Prineipe. 

Chacune des causes auxquelles un @venement observe peut etre attribuc, est 
ındiquce avec d’autant plus de vraisemblance, qu’il est plus probable que cette cause 
etant supposee exister, ’evenement aura lieu; la probabilite de V’existence d’une quel- 
conque de ces causes, est done une fraction dont le numerateur est la probabilit@ de 
l’@venement, resultante de cette cause, et dont le denominateur est la somme des pro- 
babilites semblables relatives a toutes les causes:; sı ces diverses causes considertes ä 
priori, sont inegalement probables, il faut au lieu de la probabilit@ de l’evenement, re- 
sultante de chague cause, employer le produit de cette probabilite, par celle de la cause 
elle meme. 

VII® Principe. 

I,a probabilit@ d’un evenement futur est la somme des produits de la probabi- 
lite de chaque cause, tiree de l’Evenement observe@, par la probabilite que cette cause 
existant, l’@venement futur aura lieu. 

VIII: Principe. 

Lorsque lavantage (esperance mathematique) depend des plusieurs Evenemens: 
on Tobtient, en prenant la somme des produits de la probabilit@ de chaque @venement, 
par le bie attache a son arrivee 

IX Principe. 

Dans une serie d’Evenemens probables, dont les uns produisent un bien, et les 
autres une perte; on aura l’avantage, qui en resulte, en faisant une somme des pro- 
duits de la probabilite de chaque &venement fav orable, par le bien quil procure et en 
retranchant de cette somme, celle des produits de la probabilite de chaque @evenement 
defavorable, par la perte qui y est attachee. Si la seconde somme l’emporte sur la 
premiere, le benefice devient perte, et l’esperance se change en crainte. 

A Principe. 

La valeur relative d’une somme infiniment petite, est egale a sa valeur absolue, 

divisee par le bien total de la personne interessee. 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 3. 30 
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ein weiteres Uriterium zur Unterscheidung angegeben sein sollte. Da 
aber eine Wiederholung nicht in der Absicht des Verfassers liegen konnte, 
so läfst sich der Inhalt des letzten Satzes, worin der Grundsatz ausge- 
sprochen ist, nur mit dem in 6. $.2. angegebenen zusammenstellen, wenn 
er anders Bedeutung haben soll. Laplace hat aber die Erörterungen und 
Unterscheidungen, auf welchen der in 6. $. 2. aufgestellte Grundsatz beruht, 
nicht gegeben, ob sie gleich nicht hätten umgangen werden solien. 

Unter Nr. IH. und IV. hat Laplace zwei Grundsätze aufgestellt, die 
sich bei näherer Untersuchung offenbar als identisch zeigen, und deswegen 
auch in einen Grundsatz zusammenfallen müssen. Die bedingte Wahrschein- 
lichkeit characterisirt sich nämlich auf zwei verschiedene Arten. Entweder 
liegt der Zusammenhang, worin zwei oder mehrere Ereignisse zu einander 
stehen, in ihnen selbst, und tritt ganz deutlich schon in ihrer Ankündigung 
hervor: oder er liegt in unserer Denkweise und in der Art, wie wir die 
Ereignisse auf einander beziehen, während diese selbst von einander un- 
abhängig zu sein scheinen. Im letzten Fall findet aber immer Zusammen- 
hang statt, und mufs stattfinden, wenn nicht ein Widerspruch entstehen 
soll. Denn es wäre nicht wohl denkbar, dafs Ereignisse, die unabhängig 
von einander sind, durch Rechnung in einen Zusammenhang gebracht wer- 
den könnten. 

Dies wird durch Folgendes deutlicher hervortreten. A hat eine Urne, 
in welcher n mit den Zahlen 1, 2, 3, .... 2 bezeichnete Kugeln, B eine, 
in welcher »n mit den Zahlen 1, 2, 3, .... »n bezeichnete Kugeln enthal- 
ten sind. Nun setzen wir folgende Fälle: 

a. A zieht aus seiner Urne zuerst eine Kugel; dann B eine aus der 
seinigen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs A die mit 1 
bezeichnete Kugel und B die mit derselben Zahl bezeichnete Kugel 
ziehen werde? 

b. A und B ziehen gleichzeitig eine Kugel aus beiden Urnen. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die beiden gezogenen Kugeln 
die Zahl 1 haben werden? 

c. A und B ziehen je eine Kugel. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dals eine von den zwei gezogenen Kugeln die Zahl 1 irage? 

d. A zieht eine Kugel. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs sie 
die Zahl 1 irage? B zieht eine. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs sie die Zahl 1 trage? 
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I“ 


In dem Falle «. ist der Zusammenhang, worin beide Ereignisse 
stehen, deutlich angekündigt. In d. ist dieser Zusammenhang durch die 
Betrachtungsweise eingeführt. Dasselbe gilt von e. In d. findet kein Zu- 
sammenhang statt. Beide Ereignisse sind unabhängig von einander, stehen 
vereinzelt, sind auch nicht durch unsere Denkweise in irgend einen Zu- 
sammenhang gebracht. Der Calcul kann also auch keinen hineinlegen. In 
a. und d. kommt die bedingte Wahrscheinlichkeit in Betrachtung, in e. die 
bedingte und relative. 

Dafs nun Laplace den dritten Grundsatz dadurch verallgemeinert. 
dafs er sagt: „Die Wahrscheinlichkeit, dafs eine einfache Begebenheit unter 
den nämlichen Verhältnissen mehreremal nach einander eintrete, ist gleich 
der Wahrscheinlichkeit des einfachen Kreignisses, erhoben in die Potenz, 
welche durch die Anzahl der Wiederholungen bestimmt wird,” können wir 
nicht billigen; denn dieser Begriff ist enger als der ihm vorhergehende, und 
keinesweges allgemeiner: gerade so wie der Begriff von Potenz ein be- 
sonderer Fall des Begriffes von Product ist. Aus dem in 7. $. 2. auf- 
gestellten Satze folgt von selbst, dafs die bedingte Wahrscheinlichkeit in 
eine Potenz übergeht, wenn das wiederholte Eintreffen eines und dessel- 
ben Ereignisses in Frage steht. 

Jeder von den übrigen Grundsätzen, die Laplace aufgestellt hat, der 
Ste, 6te, 7te, Ste, Ite und 10te gehören besonderen Zweigen der Wahır- 
scheinlichkeitsrechnung an, und kommen nur dort zum Vorschein. Sie lassen 
sich alle aus deın Begriffe der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit ab- 
leiten und sind in der That nichts anderes, als die Anwendung der in $. 2. 
aufgestellten Sätze auf besondere Fälle; wie sich dies an dem gehörigen 
Orte deutlich zeigen wird. Sie betreffen z. B. die Erschliefsung der Ur- 
sachen aus den Wirkungen, des Eintreffens künftiger Ereignisse aus vor- 
hergegangenen Erscheinungen, die Bestimmung des Werthes der Hoffnung, 
des eines zu erwartenden Gutes u. s. w. und tragen deshalb unverkennbar 
den Character der Specialität au sich. Dies ist der Grund, warum sie 
hier nicht als allgemeine Grundsätze aufgeführt sind. 

Der 10te Grundsatz ist ein Satz, welcher der Lehre von dem Werthe 
der subjectiven Hoffnung angehört und von Dan. Bernoulli (Specimen 
theoriae novae de mensura sortis in Comment. Academ. scienliarum im- 
perialis Peirop. Tom. V. ad annos 1730 et 1731. pag. 175.) zuerst auf- 
gestellt wurde. 


30 * 
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Poisson ist in seinem Werke „Becherches sur la probabilite des 
Jugemens en matiere criminelle et en matiere civile, precedees des regles 
generales du calcul des probabilites.” im Wesentlichen den von Laplace 
aufgestellten Grundsätzen gefolgt und hat sie noch um viele vermehrt, oder 
das Nähere erörtert. Da sie aber nach der hier vorgetragenen Ansicht die 


oben gemachten Bemerkungen nicht zu entkräften scheinen, so konnte auch 
hierauf keine Rücksicht genommen werden. 





ul. 


Ss. 4. 

In einer Urne sind verschiedenartige Kugeln enthalten: m, Kugeln 
der ersten, m, der zweiten u. Ss. w., m, der rien Art. smal wird gezo- 
gen. Bei jeder Ziehung wird eine Kugel aus der Urne genommen und 
nach der Ziehung in die Urne zurückgeworfen. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs in den p, ersten Ziehungen nur Kugeln der ersten, 
in den 9, zweiten Ziehungen nur Kugeln der zweiten Art u.s. w., in den 
p, letzten Ziehungen nur Kugeln der letzten Art erscheinen werden? 

Durch das Zurückwerfen der gezogenen Kugel in die Urne bleibt 
die Zahl der Kugeln für jede neue Ziehung dieselbe. Bei Ermittelung 
der günstigen, so wie aller möglichen Kugelgruppen, die erscheinen kön- 
nen, kommen daher die Versetzungen mit Wiederholungen in Frage. In den 
p, ersten Ziehungen können also Kugeln der ersten Art auf »2,”, in den 
p; folgenden Ziehungen Kugeln der zweiten Art auf m,”fache Weise er- 
scheinen. Die Zahl der günstigen Gruppen ist daher 

Au m a 
Die Zahl aller möglichen Fälle wird durch die Gruppen- Anzahl der Ver- 
setzungen mit Wiederholungen aus so vielen Elementen als die Kugel- 
Anzahl angiekt, und zur sovielten Classe bestimmt, als Ziehungen ge- 


macht werden. In Rücksicht auf 19. $. 10. meiner Combinations-Lehre ist 
hiernach die gesuchte Wahrscheinlichkeit 


1 aa m Pı.m,P2.m,’r ....m,? 











“r (m, tm, tm; + ....m,)Pıt Pa Pr 
Hierin ist MR Pı- Pı Ps ++ Pr» 
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a) Ad & 


Die Bedingungen sind, wie oben. Die Ordnung, in welcher die 
Gruppen der verschiedenen Kugel-Arten nach einander erscheinen sollen. 
wird aufgehoben; die Zahl aber, wie oft Kugeln von einerlei Art hinter- 
einander erscheinen sollen, wird beibehalten. Wie grols ist die Wahr- 
scheinlichkeit unter dieser Bedinguug? 

Die Anzahl der günstigen Kugelgruppen wird sich vergröfsern, und 
zwar sovielmal als die Kugelgruppen, welche deu verschiedenen Arten 
zugehören, unter sich versetzt werden können. Hiernach ist 
rer —Vr—2) ....3.2. 10m PramzP2 0... Mm,Pr 

(m, tm, m, +my ....M,)? 

Die Bedingungen sind dieselben, wie oben. Die Wahrscheinlichkeit 


2. 








soll bestimmt werden, dafs in s Ziehungen überhaupt p, Kugeln der ersten, 
p. Kugeln der zweiten u. s. w., 2, Kugeln der rien Art erscheinen werden ? 

in diesem Falle können die einzelnen Kugeln der verschiedenen 
Arten in jeder beliebigen Stellung untereinander erscheinen. Dies ist in 
s Ziehungen möglich; wobei jedoch die Beschränkung gilt, dafs je p, Ku- 
geln einer Art, je 9 Kugelu einer zweiten Art u.s. w. zugehören, die in 
ihrer Beziehung untereinander die gleiche Eigenschaft haben und daher 
nicht die volle Anzahl Versetzungen, sondern Versetzungen mit beschränk- 
ten Wiederholungen bilden. Die fragliche Wahrscheinlichkeit wird 





s(s—1)(s—?) ....3.2.1 m,Pı.m,Pa .m,P3 2... m, Pr 


3. ma en — —, - 
Pal grail ra qpril (m, +m, tm; ....M,) 














sein. Hiebei ist s=p9,-+-P9-+-P3--....9,. Diese Gleichung hätte sich auch 
aus dem Begriffe der Zerstreuungen der Elemente mehrerer Reihen in 
Fächer nach $. 12. meiner Combinationslehre ableiten lassen. 

Wählen wir in der Gleichung 1. eine andere Ordnung, in welcher 
die verschiedenartigen Kugelgruppen erscheinen sollen, und bestimmen die 
zugehörige Wahrscheinlichkeit, so ergiebt sich leicht 


m,P! a m,"? .m,P: ae m,Pr he m ,P? i m P} i m,P: IB | m,Pr 
(m, +m, +m,+...m) (m tm, +m;+....m,)' 


mm Pr on? Mm, Pr 








4. m = 








gr (m tm, Hm, + ....m,)° 


Hieraus entnehmen wir folgenden Satz: 

5. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, in welchem mehrere Fälle 
in bestimmter Ordnung auf einander folgen, bleibt unverändert, wenn auch 
die Ordnung, in welcher sich diese Fälle aueinander auschliefsen sollen, 
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geändert, oder wenn eine bestimmte Reihenfolge in diesen Fällen durch 
eine andere beliebige bestimmte Reihenfolge vertreten wird. 


In einer Urne sind # Kugel-Arten enthalten. Die erste zählt »n,, 
die zweite m,, die dritte »n, u.s.w., die rte m, Kugeln. smal wird ge- 
zogen und jedesmal eine Kugel herausgenommen, die nach der Ziehung 
nicht in die Urne zurückgeworfen wird. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs in den p, ersten Ziehungen nur Kugeln der ersten, in den p; 
folgenden nur Kugeln der zweiten u. s. w., in den p, letzten Ziehungen 
nur Kugeln der letzten Art erscheinen werden? 

Da die gezogene Kugel nicht wieder in die Urne geworfen wird, 
so können hier keine Kugeln wiederholt erscheinen und es kommen daher 
bei Ermittlung der günstigen, so wie aller möglichen Kugelgruppen, die Ver- 
setzungen ohne Wiederholungen in Betrachtung. In den p, ersten Ziehun- 
sen können daher nur Kugeln der ersten Art auf m in den p, folgen- 
den nur Kugeln der zweiten Art auf m,’:!"!fache Weise erscheinen u. s. w. 
In s hintereinander folgenden Ziehungen können aber Kugeln aus allen mög- 
lichen Arten auf (m, - m; m; -- .... m,)!'"fache Weise (14. $. 8. pag. 10 
m, Comb. Lehre) erscheinen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 


6 w aan m,Pı I—1 . m.,P: I—1 .m,P3l = eur 
(m, B mM, 4m, + .... m,)*| -1 


Hierin ist 9, -m + +..4+p,=8 





Für jede andere beliebige, aber bestimmte Reihenfolge im Erschei- 
nen der verschiedenartigen Kugelgruppen bleibt die vorstehende Gleichung, 
also auch die Wahrscheinlichkeit, dals das in Frage stehende Ereignifs 
eintreffen werde, ungeändert, und wir begegnen auch hier dem in (5.) an- 
gegebenen Satze. Ist aber die Ordnung, in welcher die Gruppen der ver- 
schiedenen Kugel-Arten erscheinen sollen, nicht eine bestimmte, sondern 
gleichgültig, so kommen auch hier die Schlüsse, welche zur Gleichung (2.) 
gemacht wurden, in Anwendung, und die Wahrscheinlichkeit, dafs unter 
den vorher angegebenen Bedingungen 7 verschiedenartige Kugelgruppen, und 
von jeder Art eine bestimmte Anzahl hinter einander erscheinen werden, ist 


ll Pal I, m,Pal Im,rsi1,.. m,Pr\1 








ve m = — Si m} 
(m, tm, Hm; + er... m,JPıtPrat Pr 1 
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$. ». 

In einer Urne befinden sich zweierlei Kugeln: zz, Kugeln von der 
ersten und an, von der zweiten Art. Man nimmt (p,--p,) Kugeln einzeln 
heraus, ohne die gezogenen Kugeln in die Urne zurückzuwerfen. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs überhaupt p, Kugeln der ersten und p, Kıu- 
geln der zweiten Art erscheinen werden? 

Da keine bestimmte Orduung für das Erscheinen der Kugeln vor- 
geschrieben ist, so können sie in jeder möglichen Zusammenstellung er- 
scheinen. 7, Kugeln der ersten Art können daher durch alle Zuiehungen 
zerstreut erscheinen, wenn nur die übrigen Ziehungen p, Kugeln der zwei- 
ten Art zeigen. Die Zahl der günstigen Fälle kommt daher mit der An- 
zahl der Gruppen überein, welche entstehen, wenn die Elemente zweier 
Reihen in (»,-+-p,) Fächer so zerstreut werden, dafs die der ersten p, und 
die der zweiten die übrigen Fächer einnehmen, während sie Versetzungen 
bilden. Die gesuchte Gruppen-Anzahl ist nach $. 42. No. 131. pag. 99 


m. Comb. Lehre 
7, p,)jPıl—1 L L 
(PıtP2) m! ton,pall, 











Pr. l-1 
Hieraus ist die Wahrscheinlichkeit 
u Art. en __ (pa+n I tm m '@l.m, Bit 
17km, +m,)ritr21o1 1rrlllm, +m, ae 


In einer Urne sind r Kugel- Arten enthalten, », der ersten, »n, der 
zweiten, ?n, der dritten u. s. w., »n, der rten Art. Man nimmt die Kugeln 
einzeln heraus, ohne sie in die Urne zurückzuwerfen. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs p, Kugeln der ersten, p, der zweiten, u. s. w., 
p, der rten Art erscheinen werden. 

Durch weitere Verfolgung der eben angegebenen Schlufsweise er- 
giebt sich für diese Wahrscheinlichkeit folgender BORREHENR 


Pr, |—1 IP 
2, far nen a in, pil—1 ‚mare am ’ 5 ta; ra|-1 
E 1’? 


x Peter: 27.2 mad ni pal-t,,,. (Bautpr Seen Mm... re 


li Pr.’ 11 


dl | | ) N ..p.I—1 
Me ‚1 

















oder anders: 


Pitretrst „atratrste Pr mt re ln, it, m, 
r 


il 








3. w = 


tell Pall, Pr Im, tm, tm, +. ... M;) whnt- 
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Der Zähler in 2. giebt die Anzahl der Gruppen an, welche entstehen, 
wenn die Elemente von r Reihen in (p,--92 +93 +... 9,) Fächer zerstreut 
werden, so dafs p, Elemente der ersten, p, Elemente der zweiten u. s. w.. 
p, Elemente der rten Reihe in den Fächern vorkommen und zugleich unter 
sich Versetzungen in allen möglichen Stellungen bilden. Er rechtfertigt 
sich aus 41. und 42. der angeführten Schrift und ergänzt und verallgemei- 
nert die dortigen Sätze. 

In einer Urne befinden sich zweierlei Kugeln, »n, der ersten und 
ın., der zweiten Art. (p,--p,) Kugeln werden auf einmal herausgenommen. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs p, Kugeln der ersten und pP, Ku- 
veln der zweiten Art erscheinen werden? 


Ks ist nach dem Sinne der Frage unzweifelhaft, dafs nur die- 
jenigen Gruppen in Betrachtung kommen, die nicht die nämlichen Kugeln 
in verschiedener Stellung, sondern verschiedene Kugeln in sich begreifen ; 
denn die nämlichen Kugeln in verschiedener Stellung untereinander geben 
keine neuen Resultate. Hiernach müssen bei diesen Gruppen die Versetzun- 
gen ausgeschlossen werden, und die Gruppen selbst fallen mit der Ver- 
theilung der Elemente in Fächer zusammen. Wir erhalten die Zahl der 
rünstigen Gruppen nach $. 39. pag. 90 der Comb. Lehre durch folgenden 
Ausdruck: 

















4 m mil e m, m: |1—1 m Pl m, 
a grrti ynı -p,l1 1 rail yrampail # qrall ll 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 
4 mit m,Ppalm1 (m, +m,)Pıtra|—1 
0 I ah Bimpru ı mul, u 
gpali pa!l qPıtrall 
(p,+Pr PıtPal| EmyPil 1, m,P| r 
rat gralil (m, 4 m,Pıtrel 1 
(pP, + p,)Pı 11m Palm 1.m,r.1-1 Las (pı+n,)P=1- 1,m,Pıl- I m,ral- 1 
ill (m, .- m,jpitral-1 qpa!1 Pı tr, | 1 


(m, + m,) 
% 


In einer Urne sind r verschiedene Kugelarten enthalten, m, Ku- 
veln der ersten, »n, der zweiten u.s.w., m, der rien Art. Es werden 
Pin Pr Ps+..-P,) Kugeln auf einmal herausgenommen. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs p, Kugeln der ersten, p, der zweiten u.s.w., p 
der rien Art erscheinen werden? 


r 
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Setzt man die eben angegebene Schlufsweise weiter fort, so gelang! 

man durch sie zu RING Ausdruck der ie nen 
(Pit Patpst:--Pr)P' trete P, 141, Mm, mie Mm; P2 | Mm; DEE Bus BOBETTR 7a Bu 
en ——_ 3 Ä 
a gras) geolt gl! (mm, m; + +...M,) Zazuıza: nr 

In einer Urne sind # Arten von Kugeln enthalten: »», Kugeln der ersten, 
n, der zweiten, u, der dritten Art u.s.w. Man nimmt Ar P2--Ps--.-P, 
Kugeln einzeln aa! ohne die gezogenen Kugeln in die Urne zurück zu- 
werfen, und bringt sie in eine Abtheilung zusammen; dann nimmt man 
(42-4... 9) Kugeln heraus und bringt sie in eine zweite Abtheilung. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in der ersten Abtheilung p, 
Kugeln der ersten, p, der zweiten u.s. w., 9, Kugeln der rten; in der 
zweiten Abtheilung %, Kugelu der ersten, 9, Kugeln der zweiten u.s. w.. 

he) fı han) ’ eo) 

g, Kugeln der rten Art erscheinen werden? 








Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn wir die Glei- 
chung 2. oder 3. auf den vorliegenden Fall wiederholt anwenden. Die 
Wahrscheinlichkeit, dafs in der ersten Abtheilung Kugelgruppen von der 
genannten Mischung erscheinen werden, ist die dort angegebene. Die 
Vahrscheinlichkeit, dafs in der zweiten Abtheilung Kugelgruppen von der 
genannten Mischung erscheinen werden, ergiebt sich aus den nämlichen 
Gleichungen, wenn man bemerkt, dafs nur noch (an, —p,) Kugeln der ersten, 
(m; —p,) Kugeln der zweiten Art u.s. w., (m. —p,) Kugeln der rien Art 
in der Urne vorhanden sind. Diese Werthe sind daher in 2. oder 3. zu 





setzen und die so erhaltenen Kesultate mit einander zu verbinden. Dem- 
nach ist die fragliche Wahrscheinlichkeit 


PıtPpat-- Pr)” tratoor, I, m,rıl Ian Zorn ape) P, tat. «Ir utat- g,|-1 


ig rail, galt, pıtra2+.: P,| all fall 1% 1 








‚april (m + m,;+ ....m,) 
ım pe (m, —p, a1l= Im a—Ps „9l- i .. (Mr — Pr)" 11-1 
(m, +m,+m, + te Pr) natatar... Aus 
Der Ausdruck vereinfacht sich sehr, wenn die ae Facul- 
täten vereinigt werden. Es ist. 
atrst-r, it trete, in mnrta|l-1 P,+a,|1 Pt 11 „Petr! 1 


m, Mm, Mm; 





6. w— 





(m, tm, 4n;+ ui m, trete: +12+...4,)—1 j qPı 1 "2 | I \ Pr ı yf | “ 1" | ‘ 9 11 


Die Bedingungen sind wie oben. Man bringt (Pı--Pr--P3 +... P,) Kugeln 
aus der Urne in eine Abtheilung, (4 -- 9-9 +....4,) Kugeln in eine zweite, 
FT ....7,) Kugeln in eine dritte u. s.w., (9,724 ....v,) in die letzte (Akte) 
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Abtheilung. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in der ersten Ab- 
theilung p, Kugeln der ersten, 9, Kugeln der zweiten u. s. w., 9, Kugeln 
der rten Art, in der zweiten Abtheilung g, Kugeln der ersten, g, der 
zweiten u.8. w., 9, der rten Art u.s. w., in der letzten v, Kugeln der er- 
sten, v7, der zweiten u. S.W., Y, Kuren der rten Art enthalten sein werden? 

Setzt man die vorhin gemachte Schlufsweise fort, so ergiebt sich 
für die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgender Ausdruck: 

A 750 


z.|1 u 1 „|—1 _ —1 
rl Mm, 2 um, | mn! EEE 


lt galt, gerli (m +m,+m,-+....m,) „„ır rt 
Hier gelten folgende Bedingungsgleichungen: 
Pt PptPp te Pp, = A 


galt grell 2a 


LU EE EE Le 7a LE LIU LE LU ERee L L0R 








| | 
HTRTNTerTGT 
r, 4.n-+ 1, A in Sys 
y— Va+ Vz e.V, BE Tks 
und 
| | P en 
Pı Yı 7 Tee. — U, 
! l l i Zu 
PT GI: Ta +" Vo —— U; , 
Pr tr, +... V, ZZ V,. 





Ferner kann u Zm, % Zm, U My... U, <mM, Sein. 

In einer Urne sind # Arten von Kugeln enthalten: »2, Kugeln der ersten, 
m, der zweiten Art u.s.w. Man nimmt (p + -+P--. Pr) Kugeln auf 
einmal heraus und bringt sie in eine Abtheilung; dann (g, + 9 3 +....4,) 
und bringt sie eine zweite u.s.f.; endlich (v, --%2-- 973 -+-....v,) ) Kugeln und 
bringt sie in die Akte Abtheilung. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs in der ersten Abtheilung p, Kugeln der ersten, 9, Kugeln der zweiten 
u.s. w., ?, Kugeln der rten Art; in der zweiten q, Kugeln der ersten, g, 
der zweiten u.s. w., g, der rien Art enthalten sein werden u. s. f.? 

Benutzen wir die Gleichung 5. auf dieselbe Weise, wie wir so 
eben die Gleichung 2. oder 3. zur Auffindung der Gleichungen 6. und 7. 
benutzten, so ergiebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgende 


Formel: 
u u 


z,!1 ‚,.,.11 ‚z 1 —1 u,1—1 u.1— u\— 
— | 1 Egal m .M, | 2. | Se Va | 





pri geil „a a alt get, tgl ‚ | Fe ‚m.) 3, +23 +..2; 1-1 




















16. Öttinger, Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 235 


rt 


Die Bedingungsgleichungen sind dieselben wie in 7. Werden unter den 
angegebenen Bedingungen alle Kugeln aus der Urne gezogen und in Ab- 
theilungen vertheilt, so bleiben die Gleichungen 7. und 8. noch immer in 


Kraft; die Bedingungsgleichungen erfahren aber einige Modificationen und 
gehen in folgende über: 


/ f | | - 
i Pı 7 P: | P3 “ .o..), 2 21» 
} 1 
NTRTBTe+- GTZ a 
r | 7 | 7 | 2 
9 Iı TYı TI Tod — 
x I | I 
Pı 7 9ı €. Tore Vj BE in, _ U, 
P: -} ö /R u r, : .... Vo nz An, u U, , 
Pr 4t..1, = m = u. 


In diesem Kalle müssen natürlich gerade so viele Fächer angenommen wer- 
den, als Kugel- Arten vorhauden sind, 


Die Gleichungen 3. und 5., 7. und 8. stimmen an Inhalt überein. 
Dies rechtfertigt folgende Behauptung: 


10. Unter den oben angegebenen Bedingungen ist es hinsichtlich des 
Erfolges einerlei, ob irgend eine Anzahl von Kugeln einzeln oder in Masse 
aus einer Urne herausgenommen uud in eine oder mehrere Abtheilungen 
gebracht wird; denn die unter beiden Voraussetzungen gewonnenen Wahr- 
scheinlichkeiten sind gleich grofs. 


Dieser Satz findet in allen Fällen Anwendung, wenn nicht eine be- 
stimmte Ordnung bei dem Erscheinen der einzelnen Kugeln in Betracht 
kommt. Letzteres ist bei dem Lotto der Fall, weil in diesem Spiele der 
bestimmte Auszug und die bestimmte Ambe besetzt werden können. Hier 
müssen deshalb die Nummern einzeln gezogen werden. Bei den Carten- 
spielen z.B. findet der Satz seine Anwendung, und es können die Blätter 
einzeln oder partieenweise ausgegeben werden. Bei hinlänglicher Mischung, 
welche der Calcul voraussetzt, wird es auch in der That einerlei sein, 
auf welche Weise die Blätter ausgegeben werden. Da aber dies nicht 
immer sorgfältig geschieht, so giebt das Vertheilen in einzelnen Blättern 
eine bessere Mischung. 

Sind die Anzahlen der verschiedenen Kugel- Arten einander gleich, 
also m, = m, = ....m,— m, und ebenso die Zahl der Kugeln, welche in 

34% 
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die verschiedenen Abtheilungen gebracht werden sollen, so ergeben sich 
einfachere Ausdrücke. Aus 7. oder 8. und 9. wird 


(1=11)# 


1i. w= . aaa 2. 2.2 
1'r m... ill it FE 1 (my . 


ri Ti TE ga ger 





.»... 


Die Gleichungen 7. und 8. sind übrigens ganz allgemein; denn sie 
selten noch, wenn auch nicht in jeder Abtheilung Kugeln von allen Arten 
vorkommen sollten. Für diesen Fall sind die Exponenten der betreffenden 
K'acultäten 0 zu setzen; wodurch die Gültigkeit der senannten Gleichungen 
in nichts geändert wird. 

Die Anordnung bei der Vertheilung in Fächer ist daher der Willkür 
überlassen. 

S. 6. 

In einer Urne sind m weifse und » nicht weilse Kugeln enthalten. 
Man nimmt r Kugeln auf einmal heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs r weilse Kugeln erscheinen werden? 

Die Zahl der der Erwartung günstigen Kugelgruppen, ist, wie sich 
(m+n)rıı 


qrı ” 


) mim a „a ’ 
leicht ergiebt, FIT Die Zahl aller möglichen Gruppen ist 





Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 


l. w= 


ee 

(m nit! 

Das nämliche Resultat ergiebt sich aus 7. $.4., wenn dort mn, —=m, m —=n, 
pı=r, p=0 und r=1 gesetzt wird. 

Die Mischung der Kugeln ist die gleiche. Zwei Ziehungen wer- 
den gemacht. In der ersten werden » Kugeln herausgenommen und, ohne 
die Mischung zu untersuchen, bei Seite gesetzt. In der zweiten werden 
r Kugeln herausgenommen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs r 
weilse Kugeln in der zweiten Ziehung erscheinen werden? 


Folgende Fälle können in der ersten Ziehung vorausgegangen sein: 


‘  p weifse Kugeln und 0 nicht weilse, 


Pie“ - - .- - 1 “ N 
u p—I - - -  - - 2 - -.- 
1 - - - - . - pl - - -, 











A= 
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Benutzt man die Gleichung 4. $.5., so sind die diesen Fällen entsprechen- 
den Kugelgruppen: 





mpI-i EEE TER PER, m nP-l-t: ypl-i 

gie + E ya qp-tlı T gi qpalı 7 das 7 Grit 7 qpi ° 
Mit jedem dieser Fälle sollen p weifse Kugeln in der zweiten Ziehung in 
Verbindung treten. Im ersten Kalle sind nur noch (m—p), im zweiten 
(m —p--1), im dritten (m—p--?2) u. s. w., im (p--1)ten Falle m weilse 
Kugeln in der Urne zurück. Diese Bemerkung führt zu folgender, der 
Erwartung günstigen Gruppen- Anzahl, wenn wir für jeden einzelnen Hall 
die Gleichung zu 4. $. 5. mit Rücksicht auf die veränderte Kugel- Anzah- 
len benutzen: 


mPpI-t (m—p)I-ı EL mPp-tI-1 (m—p1jp!-1 nit mir (m—p-+2)p 








ir ahnt Tr gRn pn Det pa pn 
np-il-1 (m—1jpIı , ml m 
T TprUtr m pi Tr Gpirt Tin 
miArkm—r)pP!I- , n (mr, „lt (m—r)p?1-1 np mr |, np! 
ir Pa u. a 1 . gr En u rE | Ta p2lı Pe His qP 1] Er N i gPl | 
1-1 


. . u ’ . . 
nemlich, wenn die Facultät ir ausgeschieden wird und die zur Aus- 


scheidung nöthigen Veränderungen gemacht werden. 


Nun findet bekanntlich folgende Gleichung Statt: 


(a+byx 1-1 al art y art pri, a br-u-ı hel-! 


3. E21 u — xt FR xl 


IT ar’ on Tr+ Ten To tt 


Wird die Gleichung 3. auf den vorhergehenden, in Klammern eingeschlos- 
senen Ausdruck angewendet, so ist 


mi-ı (mn— r)PrI-1 
gt + 


qyp't 





Die Zahl aller möglichen Kugelgruppen, wenn unter den oben genannten 
Bedingungen p und r Kugeln in zwei Abtheilungen aus der Urne genom- 
men werden, ist 


A ne (m+nyptr = Wr (mn I=!.(m+n—r)p I=1 
rung ; ?.P° 2 1 Serra Ti, pri 








Hieraus ergiebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit : 


WE u 
A, (mtnjri-t' 





4. vw 


y 
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Unter den oben angegebenen Bedingungen werden drei Ziehungen 
aus der Urne gemacht. Bei der ersten werden p, bei der zweiten g Kugeln 
herausgenommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in besondere Abihei- 
lungen gebracht. Bei der dritten werden r Kugeln herausgenommen. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in der dritten Ziehung nur r weifse 
Kugeln erscheinen werden ? 





Die Fälle, auf deren Betrachtung die Beantwortung der vorliegen- 
den Frage beruht, und die in dem Schema 2. angegeben wurden, bleiben 
ungeändert. An jeden einzelnen Fall schliefsen sich die in dem nachfol- 
genden Schema verzeichneten Fälle an, welche in der zweiten Ziehung 
eintreten können: 


q weilse Kugeln und O0 nicht weifse werden gezogen, 











- e- nn z k R 
BR. Enz — — y — — Enz -— 
5, q—? 2 
1: m u 9 ve . i B 
\O Fu - - g -_ - - _ 
An jede Verbindung von je zwei in dem Schema 2. und 5. angegebenen 
Fällen knüpft sich die Erscheinung von r weissen Kugeln in der dritien 


Ziehung. Wir erhalten nun durch den Zusammentritt des ersten Falles im 
Schema 2. mit allen Fällen des Schema’s 5. und mit r weifsen Kugeln 
der dritten Ziehung folgende Anzahl: 








4:0 a FL piI-! m—p—g!! | 2. (m—p)911-=' (m—q—p+1)"!! 


Dura uno Ser u I m . 


























gi ’ yiı yamılı ya 
I ap mg HI, ni (m—p)rı-! 

pie Eu — ; : yo ya er dr 92 it ; it 

m (mp Import, m—por)tim mim (mp—r)r?1-i 
N pi a it ga | ’ ymılı | 1? .r ya ıı 

TOR —1 | 

Teer) 
49 
6. 4A N BT _ MT PT 
1 ypiigrın qgıı Zunge qrii . pi . gyıı ? 


R s . .. m—pjr!-! ' 

Dieser Ausdruck entsteht, wenn die Facultät Mi ausgeschieden und 
dann die erhaltene Reihe nach 3. behandelt wird. Durch den Zusammentritt 
des zweiten Falles im Schema 2. mit allen Fällen im Schema 5. und wei- 


tern r weilsen Kugeln in der dritten Ziehung erhalten wir folgende Anzahl: 
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4 mel y pe mp nl (m-p-g+277 1-1 (mp ptyr m 
se — ETZIE8 7 galı ’ it ei 1 A; \ ga lı E 
(nt (m-p+1)911 (m-p-gq+3) 11 (n-1)71- (m-pH1yr 1-1 
Pe r u Zune 1 m a | u ; u 
* Baht Rai ‚(mprtrı- er r-1)g 1-1 N" (n-1) ‚ (m-p- ri, 11-1 
Ei Si 3 r” ee 7 ala 
(a1 (m-p-r Hl) 21 | (n-1)91-1 
| Br u de En ai rar ]» 
2 mp (m-p+Pir 1! (m+n-p- ri mitt (m-ryptl-ı (m+n -p-r)T-' 
.“ um Ta yıı " KAu 54 ange qria .. qp-tia . gli 


Durch den Zusammentritt des dritten Falles im Schema 2. mit sämmtlichen 
Fällen im Schema 5. und mit r weifsen Kugeln in der dritten Ziehung 
erhalten wir durch eine ähnliche Behandlungsweise folgende Anzahl: 


mi—t nm (m—r p-2i— (mtn—p— r)ı-ı 
8. 4; u. r|i u 0) 1 > 2 E ei a (m+ } ni 
l 17! ypmıı galt 








Fährt man auf diese Weise fort, die Fälle im Schema 2. der Reihe nach 
mit sämmtlichen Fällen im Schema 5. und mit r weifsen Kugeln in der dritten 
Ziehung zusammentreten zu lassen, so ergiebt sich aus 6., 7., 8. u. s. w. 


folgender Ausdruck: 
mi (m+tn—p— rt! (mr), „ (mn 














9, A = an = rl ı . 4! | 1 1? | ı +- pP! | 1 
ä nit (mM—r)p21-i | wre 
ri pen Tee Tt pn 
BEER , sh JE (mn — r)P I (mtn—p—r)r!-1 mr \'-! (mn — r)pte1=1 
Pr pl! j yııı um qrı Ir gplt geld 


wie sich durch Benutzung der Gleichung 3. ergiebt. Die Zahl aller möglichen 
Fälle, welche entstehen, wenn (m--n) Kugeln in drei Abtheilungen zu p, 


y und r Kugeln vertheilt werden, ist 











0. B= (m-nyptotrim (mt) (mtn— n)ptr 1m 
" ec ypta qgeitgri a yigg gel . 
Aus 9. und 10. ergiebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 
1 1 Bar ua mi 





(mn) mu" 

Diese Schlüsse lassen sich leicht weiter fortsetzen und auf das 
Erscheinen von r weifsen Kugeln in jeder beliebigen späteru Ziehung 
übertragen. Werden daher (k—1) Ziehungen gemacht, in welchen p,, P:; 
P3> **.. Pr Kugeln, ohne die Mischung der erschienenen Kugeln zu un- 
(ersuchen, herausgenommen werden, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 


er 
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in der Akten Ziehung r weilse Kugeln erscheinen werden, wenn r Kugeln 
in dieser Ziehung herausgenommen werden, 

Se 

(mn) mt" 

Die Vergleichung der unter 1. 4. 11. und 12. gefundenen Resultate 
führt zu folgendem Matze: 

13. Werden aus einer Urne, welche »r Kugeln von einer und n 
von einer andern Art enthält, mehrere Ziehungen gemacht, in diesen Zie- 
hungen pP, Pas Pas » ++» P, Kugeln herausgenommen und, ohne ihre Mi- 
schung zu kennen, in verschiedene Abtheilungen gebracht, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit in irgend einer Abtheilung, in welche gerade p, Kugeln auf 
einmal gebracht wurden, nur Kugeln der einen Art zu erhalten, so grofs als 
die Wahrscheinlichkeit, Kugeln derselben Art in einer früheren oder spä- 
teren Abtheilung zu erhalten, wenn die gleiche Zahl von Kugeln (p,) in 
dieser Abtheilung vorkommt. 

Die Zahl der vorhergegangenen Ziehungen und die Zahl der darin 
erschienenen Kugeln hat hiernach auf die fragliche Wahrscheinlichkeit un- 
ter den genannten Bedingungen keinen Einfluls. An diese Bemerkung knüpft 
sich unmittelbar folgender Satz: 


12. ww = 


14. Sollen aus einer Urne, in welcher zweierlei Kugeln enthalten 
sind, mehrere Ziehungen gemacht, bei denselben p,, p,, 93, »... 9, Kugeln 
herausgenommen und die Kugeln, ohne ihre Mischung zu kennen, in verschie- 
dene Abtheilungen gebracht werden, und wünscht man in einer Abtheilung 
nur >, Kugeln von der einen Art zu erhalten, so ist die Ordnung, in welcher 
die genannten Kugelmengen herausgenommen und in die Abtheilungen ge- 
bracht werden, gleichgültig. 

Sind aber unter den genannten Bedingungen schon mehrere Zie- 
hungen gemacht, und kennt man die Mischung der dabei erschienenen Ku- 
geln, so ändert sich das Verhältnifs der in der Urne zurückgebliebenen 
Kugeln; aber nicht die Schlufsweise. Sind nämlich schon @ Kugeln der 
ersten und 5 der zweiten Art erschienen, so ist die Wahrscheinlichkeit, in 
irgend einer Ziehung, worin r Kugeln auf die oben angegebene Weise 
herausgenommen werden, nur Kugeln der ersten Art zu erhalten: 


(m ayımı 








15. ww = 


(m+n— a— by" I-1 
Ist die Zahl der beiden Kugel- Arten gleich, also m —=n, und wird nur 
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eine Kugel jedesmal herausgenommen, so geht 1. 4. 11. oder 12. in 

16. w— 4 
über. Die Wahrscheiulichkeit, bei jeder Ziehung eine weilse Kugel er- 
scheinen zu sehen, ist daher 0,5; wenn auch schon mehrere Kugeln gezo- 
gen sind, deren Mischung man nicht kennt, 

Die bis jetzt gefundenen Resultate gelten vorerst nur von Zwei 
Arten von Kugeln. Sie lassen sich jedoch leicht auf mehrere Arten von 
Kugeln ausdehnen. Es ist nur nöthig, einer Kugel-Art mehrere zusammen 
gegenüber zu stellen, und die zweite als Repräsentant von mehreren zu 
betrachten. Setzt man daher 


n mM; —- MM, Und m = m, 
so geht die Gleichung 12. in folgende über: 
ri —I 
m, 
17. w — —— - 





(m, tm, tm, +....m,) "17° 

Die hier gefundenen Gesetze gelten, wenn sich das Erscheinen von 
Kugeln einer Art nur auf eine Ziehung erstreckt. Sie gelten aber auch, wenn 
es sich auf mehrere Ziehungen erstreckt. Dies führt zu folgender Frage: 

In einer Urne befinden sich s Arten von Kugeln, von denen die erste 
m,, die zweite m,, die dritte mn, u. s. w., die ste »n, Kugeln zählt. Mau 
zieht zweimal und nimmt in der ersten Ziehung p, in der zweiten g Kugeln 
heraus. Wie grofs ist die Wahrscheiulichkeit, dafs in beiden Ziehungen 
nur Kugeln von einer Art (m,) erscheinen werden. 

Die Zahl der günstigen Fälle ergiebt sich aus $. 2. leicht. Sie ist 





ati m!" (m, — pol mi u 
a pt e gt Pe pe 
Die Zahl aller möglichen Fälle ist, aus den nämlichen Gründen, 
En (m, +m,+....m,pte!-! 





1 


ypilgeit 


Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 
pt —1 


m 
u (m, ms. mp 

Die Bedingungen sind dieselben. Man ziebt dreimal, nimmt in der ersteu 
Ziehung k Kugeln heraus, die man, ohne ihre Mischung zu kennen, in eine 
Abtheilung bringt. In der zweiten Ziehung nimmt man p, in der dritten 
g Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in den beiden 
letzten Ziehungen nur Kugeln von einer bestimmten Art (m,) erscheinen 
werden? Es sind folgende Fälle zu untersuchen. 
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Iı der ersten Ziehung erscheinen 


/ P Kugeln der bestimmten Art, O0 Kugeln von den übrigen Arten, 


pr—1l - = - - I Kugel - - 5 - 
er > - - 2 Kugeln - - - - 
I Kugel - - - »- 1 en " - “ 

() - Es - “ p Ben „ Ps & = 


Nach dem Früheren ist die Zahl der hiedurch bedingten Gruppen, wenn 
die Zahl der übrigen Kugel- Arten der Kürze wegen m, -+- m, -- in, + ....M, 
n gesetzt wird, 


ee k-21 -1 > 31-1 ' 
1.2 ı Mb, n Br nr mi wi. - a 
M, 14-111 °4 4k-2jı * 22la | ist ° g311 FRRRS ykır *® 


Mit jedem dieser Fälle sollen (»--g) Kugeln von der bestimmten Art in 
den zwei folgenden Ziehungen in Verbindung treten. Es findet sich 


| 


il, . 1] -1 . 
! m“ (m, —k ptul-1 m (m, -k-H1)pto)-1 


l 


(klı °® gitggli N. Tr 2 tgl 
nl m“ 1 (m, -k-+2)P+91-1 nl m, (m -A)Ptrit kt 
j?ı11 * qA-2 5.” galt galt ee * 7 N 77% Br qplı qui \ Alt 

m,ptri-: 
Wird aus den Gliedern dieses Ausdrucks die Facultät IP] al ausgeschie- 
den, so gelit derselbe in folgenden über: 

eh | sul am: Dub FON 1 0 Laien Be nt ML BR | 

yplt ggit gAı rl ur 91 ji 

n+q! si. a | k 

m, 1 m, TN—P—49) Tags u m j +9 (m, Mt... Mm. -» —1f) 1-1 

Pia 49 I gr ypiigaia LIE 
Die Zahl aller möglichen Fälle ist 

f (m tm,+....m, Prim 
1 FT Tuer Bureau er a - 
5 . l . | 
Hieraus ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
p+gq 1 —! 
m 
20. u r h . a: \D ee ° 
(m, +m, +m, + .... m; )Pt9 


Dasselbe Resultat würde man erhalten haben, wenn man die Walır- 
scheinlichkeit bestimmt hätte, dafs in der ersten Ziehung p, in der dritten 
4 Kugeln einer bestimmten Art erscheinen werden, während in der zwei- 
ten Ziehung k Kugeln herausgenommen und, ohne ihre Mischung zu ken- 
nen, in eine besondere Abtheilung gebracht werden. 
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Führen wir die obige Schlufsweise weiter fort, so finden wir leicht, 
dafs die Gleichung 20. unverändert bleibt, wenn auch Kugeln von einerlei 
Art in je zwei spältern Ziehungen, sie mögen unmittelbar, oder nicht unmit- 
telbar aufeinander folgen, erscheinen sollen. Wird auch das in Frage ste- 
hende Ereignifs noch zusammengesetziter als bisher, so ändert sich doch an deı 
Schlufsweise nichts; selbst nicht in dem Fall, wenn mehrere Kugel- Arten 
in den verschiedenen Abtheilungen vorkommen sollten. Berücksichtigen wir 
ferner, dafs dabei mehrere Kugel-Arten in einer und derselben Ziehung 
vorkommen können, und dafs die Ordnung unter den Kugelmengen, die in 
den verschiedenen Ziehungen erscheinen sollen, keine Aenderung des Re- 
sultats bedingt, so werden wir zu folgendem Satze geführt. 


21. Werden aus einer Urne, die beliebig viele Kugel- Arten ent- 
hält, mehrere Ziehungen gemacht, bei denselben die Kugeimengen p,, p.. 
Pas +++. P, herausgenommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in verschie- 
dene Abtheilungen gebracht, und man dann verlangt, dafs in einer oder in 
mehreren Abtheilungen Kugeln von einer bestimmten Art oder von bestimmten 
Verhältnissen aus verschiedenen Arten enthalten sein sollen, so ist die Ord- 
nung, nach welcher die Kugeln in die verschiedenen Abtheilungen gebrachi 
werden, oder die Ordnung unter den verschiedenen Abtheilungen, gleich- 
gültig, und es kann Jemand, der p, Kugeln von beliebiger Mischung aus 
einer Abtheilung zu entnehmen wünscht, dazu jede beliebige Abtheilung 
wählen, wenn sie nur die gehörige Zahl von Kugeln enthält. 

Sind schon mehrere Ziehungen gemacht, und ist das Verhältnifs der 
dabei erschienenen Kugeln bekannt, so ändert sich nach Maafsgabe der 
Gleichung 15. die Zahl der vorhandenen Kugeln; aber nicht die hier be- 
tolgte Schlufsweise. 


Ein specieller Fall des hier behandelten allgemeinen Problems, näm- 
lich No. 16., findet sich im Journal de lecole polytechn. T. AV. Cah. XXIV. 
pag. 264— 278 auf ziemlich weitläufigem Wege behandelt. Das dortige 
Problem ist nur in der Form von dem hier aufgestellten verschieden, und 
zugleich sehr speciell. Es läfst sich allgemeiner so stellen: 


In einer Urne sind r Kugel-Arten enthalten. » Kugeln werden heraus- 
genommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in eine zweite Urne gebracht. 
Man zieht von den Kugeln der zweiten Urne g Kugeln heraus, und findet, 
dafs sie einer bestimmten Art angehören. Darauf werden noch weiter s Ku- 

32 * 
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geln herausgenommen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die ge- 
zogenen s Kugeln der nämlichen Art angehören werden? 


Dieses Problem fällt mit folgendem zusammen. 


In einer Urne sind r Kugel-Arten enthalten. Man zieht 4 Kugeln 
aus der Urne und findet sie von einer bestimmten Art. In einer zweiten 
Ziehung nimmt man s Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs diese Kugeln der nämlichen Art angehören werden? 


Denn es ist einerlei, ob man mehr als (p»--s) Kugeln (etwa p) auf 
einmal aus der Urne nimmt, in eine zweite Urne wirft, von diesen zuerst 
4 Kugeln trennt, das Genannte bemerkt, dann noch weitere s Kugeln da- 
von trennt und den Rest zurückwirft: oder ob man aus der ersten Urne 
direet zuerst g Kugeln und dann weiter s Kugeln herausnimmt, nachdem 
man an den g Kugeln der ersten Ziehung das Genannte bemerkt hat. 


5% 


Im vorigen Paragraph wurde das gegebene Problem unter der Vor- 
ausselzung betrachtet, dafs die Kugeln auf einmal aus der Urne genommen 
werden. Die Kugeln können aber auch einzeln aus der Urne gezogen 
werden. Es fragt sich, ob dann die nämlichen Gesetze noch immer gelten? 
Dies führt zu folgender Frage. 

In einer Urne sind zwei Arten von Kugeln enthalten, von welchen die 
erste m, die zweite n Kugeln zählt. Man zieht r Kugeln einzeln heraus und 
wirft die gezogenen Kugeln nicht in die Urne zurück. Wie grofs ist die 
Wahrscheinliehkeit, dafs die gezogenen Kugeln von der ersten Art sind? 

Die Zahl der günstigen Kugelgruppen ist »»”!—', die aller möglichen 


\r| 1 
[ 


ist (m--n Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 


mit 
m+n) it 
Die Bedingungen sind wie oben. Man zieht zuerst p Kugeln einzeln 


1. Ww 


heraus und bringt sie, ohne ihre Mischung zu kennen, in eine Abtheilung; 
dann nimmt man ” Kugeln einzeln heraus, ohne die gezogenen Kugeln zu- 


rückzuwerfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in den r letzten 
Ziehungen nur Kugeln der ersten Art erscheinen werden? 

Es sind hier folgende Fälle möglich. In den ersten p Ziehungen 
erscheinen 
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p Kugeln der ersten Art und 0 Kugeln der zweiten, 


rl - - - - - 1 Kugel - - 
2. p—? - - - - - 2 Kugeln - - 
0 u NE - 0... - 


Die Betrachtung des ersten Falles führt zu folgender Gruppen- Anzahl: 
Aa, 

Nach dem zweiten Falle kann eine Kugel zweiter Art mit p—1 Ku- 

geln erster Art in Verbindung treten. Hiernach kommen die Zerstreuun- 

gen von zweierlei Elementen in » Fächer in Frage, so dafs ein Element 

der einen Reihe mit »—1 Elementen der andern zusammentritt. Nach $. 42. 

der Combinationslehre ist die zugehörige Gruppen - Anzahl 


) 
A, =: -. mr! | - n. 


Nach dem zweiten Falle kommen die Zerstreuungen von zweierlei Ele- 
menten in p Fächer in Frage, so dafs zwei Elemente der einen Reihe mit 
p—? Elementen der andern Reihe in Verbindung treten. Die Gruppen- 


Anzalıl ist 


u p’ p-?|-1„2?1-1 
A, = et M _ Ha 


Durch Fortsetzung dieser Schlüsse ergiebt sich folgende Gruppen- Anzahl: 
2| -1 Br pl -ı 

s „> pl -ı_ Pp p-i-1 2. p p-?|-1 2j-1_ p u p-3| -1 a1 p pi-1 

3. A—= m’! mn jr m n (sr Mm Nie air 

Mit jedem der in 3. aufgeführten Fälle sollen » Kugeln der ersten Art in 

den r folgenden Ziehungen zusammentreten. Dies führt zu folgendem Aus- 

drucke: 


2-1 
a P Pimp g)pi-ı 1 P 2 -pp- 21 -Amp-1-Iyrı-! 
B — m’! (m-py j.nm (mp1 np 





yp-tI-1 yl I " 
je ka am — ty - u EA Alte 

— m’! —_prypi-.P (m—r\r-tI-1__ sch 2-1 lm —_r\P-?I-I_|L p|-1i 
En Mm (m r) ' 1 .nım f) | 1: | L N (m r, u: WM . 


Die in Klammern eingeschlossene Reihe läfst sich nach folgender Gleichung 
summiren: 
x 


4 (a+b)II— a "1-7 0 | 
Lu wer 


X[-1 
al -1 RL FL axrti-12 |. re 
a b- EIER B’--.... TIERAR 
Die Zahl der günstigen Kugelgruppen ist demnach 

B = m! (m-n—ryp!-; 











246 16. Ottinger, Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


die aller möglichen ist 
Ü mn — (many! m ın—rypi-, 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 


mi-ı 





u 
Vergleicht man die in 1. und 5. gefundenen Resultate mit denen im vorigen 
Paragraplı gefundenen, 1. und 4., so liegt ihre Identität vor Augen. Setzt 
man nun die eben bezeichnete Schlufsweise weiter fort, so wird man auf 
folgenden Satz gelührt: 

6. Die im vorigen Paragraph gefundenen Gesetze gelten nicht nur, 
wenn die Kugelmengen auf einmal, sondern auch, wenn die Kugeln einzeln, 
aber in gleicher Zahl, aus der Urne genommen werden. 

Die Art und Weise, wie die Kugeln aus der Urne genommen werden, 
hat also unter den vorliegenden Bedingungen auf das zu erwartende Re- 
sultat keinen Kinflufs; wie wir solches auch schon unter andern Voraus- 
setzungen in $. 4. und $.9. gesehen haben. 


S. 8. 

In einer Urne sind »2 weilse und n schwarze Kugeln enthalten. Es 
wird pmal gezogen und jedesmal eine Kugel herausgenommen. So oft eine 
schwarze Kugel erscheint, wird sie zurückgeworfen, so oft eine weilse er- 
scheint, wird sie durch eine schwarze ersetzt. Wie grols ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs nach p Ziehungen r weilse Kugeln erscheinen, also 
noch an — r weilse Kugeln in der Urne zurückgeblieben sind? 

Die Wahrscheinlichkeit, unter den genannten Bedingungen eine weilse 


m Mt 


-, die, eine schwarze Kugel zu ziehen, ist —— . 
de MN 


Diese Walırscheinlichkeiten bleiben unverändert, so lange nur schwarze 


Kugel zu ziehen, ist 


Kugeln erscheinen. Sie ändern sich, sobald eine weifse Kugel erscheint. 
Die Zahl der weifsen Kugeln vermindert sich dann um eine; die der schwar- 
zen vergröfsert sich um eine. Die Wahrscheiulichkeiten, eine weifse und eine 


m—1 qg” + 
m 


— Ei 
- und —— über. 
ta ”r über. Ist noch 


eine weitere weilse Kugel erschienen, so ändert sich die Zahl der Kugeln 


schwarze Kugel zu ziehen, gehen daun in 


° . r . . D . m—?2 m 2 . 
wiederholt, und die Wahrscheinlichkeiten gehen in - = und = Te über u. Ss. w. 
+ 


Zur Beantwortung der vorliegenden Frage werden wir durch Be- 
trachtung einfacher Fälle gelangen. Wir bestimmen zuerst die Wahrschein- 


m 











16. Öttinger, Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 247 


lichkeit, dals unter den genannten Bedingungen gerade eine weilse Ku- 
gel (nicht mehr, nicht weniger) gezogen werde. 

Soll dies geschehen, so müssen folgende Fälle eintreten: die weilse 
Kugel erscheint entweder gerade im ersten, oder im zweiten, oder im drit- 
ten u. s. w., oder im pten Zuge. Jeder Fall setzt voraus, dafs in den 
übrigen p—1 Zügen nur schwarze Kugeln erscheinen. Die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs die weilse Kugel gerade in der ersten Ziehung er- 
scheine, ist 
a A RT a, 

& m+n (m-+n)P-! (m + n)P 

diejenige, dals sie gerade in der zweiten Ziehung erscheine, setzt voraus, 
dafs in der ersten und in den y—? letzten Ziehungen eine schwarze Kugel 


erscheine. Es ist also 
” m (n  1)P=° m.n(n + 1)P” 
w, 2% un sm. seieigelknnseiegen - TRGEE. ‚emmnmgnngngen 
m+n m+n (m-+n)P-? (m-+n)P 
Diejenige, dals sie gerade in der dritten Ziehung erscheine, erfordert 
das Vorausgehen von zwei und das Nachfolgen von p— 3 schwarzen Ku- 
gein. Nie ist 
u n?® m (n+1P3 — —m.n? (nt 1)p-3 
mt)? mtn" (mn) (m--n)P 5 
Die Wahrscheinlichkeit, dafs in der letzten Ziehung die weifse Kugel 
erscheine, beruht auf dem Vorausgehen von p—1 schwarzen Kugeln. 
Sie ist 
nP=! m m .nP=! 


m, = Zr DT a i wer 9 — .. 
(m-+-n, Mn (m-+-n)l 


Einer dieser Fälle kann eintreten. Die Wahrscheinlichkeit für den 
angegebenen besondern Fall ist 


w— —- [ern tna- "nn DP>-4...nP(n--1)-+ wi]. 


Die in den Klammern eingeschlossenen Ausdrücke stellen sich als die Sum- 
menproducte der Verbindungen mit Wiederholungen aus den Elementen n, n -1 
zur (p—1)ten Classe nach $. 28. m. Combinationslehre dar. Diese Bemer- 
kung führt zu folgender Formel: 


m 


ne u — SC (n, n-1- 1)P". 





(m-+n)P 
Wir suchen nun die Wahrscheinlichkeit, dafs in » Ziehungen gerade 
zwei weilse Kugeln erscheinen werden. 
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Folgende Fälle genügen. Die beiden weiflsen Kugeln erscheinen gerade 
in der Iten u.2ten, Iten u.3ten, Tten u.4ten u.s. w., 1ten u. pten Ziehung, oder 
in der 2ten u. 3ten, 2ten u. 4en, 2ten u.5ten u.s. w., 2ten u. pten Ziehung, oder 
in der 3ten u. ten, 3ten u.öten, 3ten u. 6ten u.s. w., 3ten u. pten Ziehung u. s. w., 
oder endlich in der (p—I)ten und pten Ziehung. Die Zahl dieser Fälle 
kommt mit den Zerstreuungen von zwei Elementen in » Fächer überein. 
Soll nun die jedem einzelnen Kalle entsprechende Wahrscheinlichkeit be- 
stimmt werden, so ist zu beachten, dafs das Erscheinen einer schwarzen 
Kugel in den vorausgehenden, zwischenliegenden oder nachfolgenden Zie- 
hungen mit in den Calcul aufgenommen werden mufs. Es ergeben sich 
daher folgende Ausdrücke für die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten: 











m (m—1 ) (n + 2)p-2 m? ı-1 (n + 2)P- 2 
TB A A — m DO 
m+n" m+n " (m-+ n)P? (m-+n)P  ° 
m (n +1) m—1 (n+2)P3 m?I-1(n--1)(n +2)P3 
w —. . . —— — I, 
m+n m+n m-+n mn (m-—-n)P 
m (n+H1)? m—1l (n+2)P? mi Ilm +1)? (n -+2)r-? 
u° . .. . = 
| m-+tn (m+n)? m-+n (m+n)P* (m-+n)P 4 
N (n+1)P? (m—1) uam 1)P? 
WW. ; "her zu er ei u y er 
| m+n (m+n)"(m+n) (m-Fn)P 
n m (m—1) (n+2)P> m? In (n-.2)Pp3 
Eh - r . BEE u u nn =z — u a ar nase 
m+n m+n m-+1  (m-+n)P (m + n)P 
| z 
Der letzte Fall giebt 
nP=m(m—1) nt u 
7 - — —— —  — == -. 
(m + n)P* (mn) (m-+n) (m-+n)P 


Die Zähler dieser Wahrscheinlichkeiten sind die Productensummen der Ver- 
bindungen mit Wiederholungen aus den Elementen n, n--1, n--2 zur 
(p— 2)ten Ulasse, wenn man den allen gemeinschaftlichen Factor zm?!-' 


ausstöfst. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 


; m?ı-ı Y Ä wvrar 
3. w—= —— SC (n, n-—1, n-2)P". 


(m + n)P 
Wird diese Untersuchung auf dem bezeichneten Wege fortgeführt, so er- 
giebt sich für die Wahrscheinlichkeit des oben aufgestellten allgemeinen 
Problems folgender Ausdruck: 





r|-iı 
. ee mw EINE "7 a7 _ Bm - | p=? 
4. u _— (m T np ‚ (N, n | 1, n ! -. n 1% 3, u... n u % r) . 








16. Öttinger, Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 249 


Setzt man rn, so ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, dafs in » Zie- 
hungen alle weilse Kugeln erscheinen werden. Sie ist 


B ‘ 


d. — (TT Ss "(n, n--1, n | 2, ... N an)" 14) 


Obgleich diese Gleichungen nur formell sind, so haben sie doch den Vor- 
(heil, dafs sich die in $. 28. der Combinationslehre gegebenen Entwick- 
lungen auf sie anwenden lassen. Nach Nr. 86. pag. 63 wird aus 4. 


mil, In? 


1! (m+-n)P 
ma f(ateyP_r (mbr—ay, Bot mer (la y 
11: [\m+n 1 m+n 1214 m+n Ber" ’\m+n/V 


Nach Nr. 89. pag. 65 der Combinationslehre geht 4. in 


m Al ME he. ee \ ee. Eee? re 
Temp LT engen Tg pen 


6. w 


ı Mr 2 


über. Die Wahrscheinlichkeit, dafs in » Ziehungen alle weilse Kugeli 
erscheinen werden, ist aus 6. und 5. 


m (mn —1I\P, m?! /m4+-n— 2 mil (mn —3\V 
PTTEREERR „7... 2 Sum 3 RM RUE ol wer BER, 
”. gerri m 


1 MN 1 N 





Die Glieder der Reihen 6. und 8. convergiren stark, wenn p einiger- 
malsen grofs ist. Bei Ermittlung der zugehörigen Zahlenwerthe lasseı 
sich die in $. 29. der Combinationslehre angegebenen Methoden auwenden. 
Für nicht sehr genaue Näherungswerthe kann man sich auch folgender 
Verfahren bedienen. 


\ . \ m+-n—1\' 
Es wird ohne bedeutenden Kehler in der Formel 8. (7) 
MN 


m-+n — 2\P mn — 1\’? m +-n — 3\? 
statt (7 - £ Benz statt (er?) u. Ss. w. gesetzt werden 
m+n m+n m+n 


können. Durch Einführung dieser Werthe in 8. erhält man annährend 


m-+-n —1 \P]” 
9, eo — et )] i 
mn 


Hieraus folgt, dafs der Werth von ww wächst, wenn p wächst, und dafs 








bei hinlänglich grofsem p der Werth von w der Gewifsheit ganz nahe 
kommt; wie dies bei immer weiterer Fortsetzung der Ziehungen stattfinden 
mufs. Die Gleichung 9. giebt daher die Möglichkeit, annäherungsweise die 
Zahl der Ziehungen zu bestimmen. die nöthig sind, um mit irgend einem 
Grade der Wahrscheinlichkeit alle weifse Kugeln erscheinen zu sehen. Es 
ist, nach einer einfachen Entwicklung: 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 3. 33 
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10. p = ee er. 





Eben so läfst sich die Zahl der weilsen Kugeln annäherungsweise bestim- 
men, die man in die Urne bringen mufs, um einen bestimmten Grad der 
Wahrscheinlichkeit zu haben, dafs bei einer Gesammtzahl von Kugeln (s) 
alle weilse Kugeln in p Ziehungen erscheinen werden. Setzt man zu dem 
Ende s—m--n, so entsteht aus 9. . 


loc w 
11. m = NE =. Nu 


=] 


Sind demnach in einer Urne 100 weifse und 100 schwarze Kugeln ent- 


halten, so mufs man nach 10. 989,6 Ziehungen machen, um 1 gegen 1 
wetten zu können, dafs unter obigen Bedingungen keine weilse Kugeln 
mehr in der Urne zurück sein werden. Befinden sich 10 weifse und 10 
schwarze Kugeln in der Urne, so sind zu dem nämlichen Zweck 52,4 Zie- 
hungen nöthig. 

Die Art, wie Laplace dieses Problem behandelt, sieht man No. 17. 
pag. 284 seiner Theor. analyt. des probab. 3° ed. Par. 1820. 


59. 


In einer Urne sind zn weifse und » schwarze Kugeln enthalten. Es 
wird pmal gezogen und bei jeder Ziehung eine Kugel herausgenommen. So 
oft eine weilse oder eine schwarze Kugel erscheint, wird sie zurück- und 
eine schwarze mit ihr in die Urne geworfen. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs in p Ziehungen r weilse Kugeln erscheinen werden? 

Die Anzahl der Kugeln ändert sich mit jeder Ziehung und wächst um 
die Einheit. Die Kugelmengen sind daher, nach der Reihenfolge der Zie- 
hungen, m--n, m--n--l, m-—-n--2, m—-n- 3, .... m--n--p—1. Die 
Zahl der weilsen Kugeln bleibt ungeändert; die der schwarzen aber wächst 
gleichfalls mit jeder Ziehung um die Einheit, und ist der Reihe nach n, 
n- 1, n-- 2, 2... 2--p—1. Demnach werden auch die Wahrscheinlich- 
keiten, in den verschiedenen Ziehungen eine weilse oder eine schwarze 
Kugel zu ziehen, veränderlich sein und von der in der Urne befindlichen 


Kugel- Anzahl abhängen. Die Wahrscheinlichkeiten, eine schwarze Kugel 
in der ersten, zweiten, dritten u. s. w., pten Ziehung zu erhalten, werden 
der Reihe nach 
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N n+1 n+? n-+3 n+p—1 
mtn’ m+n+1’ m+n+2’ mtn+3 ’ "men tn—1 


sein. Die Wahrscheinlichkeiten, eine weilse Kugel zu erhalten, werden sein: 


m 


u 


m 


m 


Eu Tu ii 
m+n m+-n-+1 m+n-+2 


’ 


m 





m+n+3 


m 
’ .... 


mtn+p—L' 


Wir erwägen zuerst die Frage: Wie grofs ist die Wahrscheinliel- 


keit, dafs in p Ziehungen gerade eine weilse Kugel erscheinen werde? 


Die weilse Kugel kann entweder gerade in der ersten oder in der 


zweiten, dritten u. s. w., oder in der letzten Ziehung erscheinen. 


In jeder 


der übrigen Ziehungen darf sofort nur eine schwarze Kugel erscheinen. 


Führen wir nun die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten aus den Kormeln 1. 


und 2. ein, so erhalten wir folgende Zusammenstellung für die zu bestim- 


mende Walırscheinlichkeit: 











m nl n—+?2 n+9 n--p—1 
wir ST Tr ST TE er — 

m+-n m+-n+-1l m+-n+2 m+n+J3 m+n-+p—1 

n m n—2 n-3 np —1 
m+n m+n+1i m+n+?2 m+-n+3 OO m+tntp—1’ 

n n+1 m n+3 ntn—1 
mn m+n+1l m+n+2 m+n-+3 m+-n+-p—l’ 

n ni n+2 Mm n+p—1 
a  ( 5) ai A Bee 19 a Et > . 5 Br a 
m+n m+n+1l m+-n+2 m+-n-+3J3 m+-n+pn—1 
“ . . [ [2 . . . > . . [ . . . “ . “ 

n n+1 n—+2 n+3 n+p-2 m 
mtn" mtn+1l m+n+2 m+n+3 m+Hn+p-2" mtn+p-1 





Wird der allen Gliedern gemeinschaftliche Factor ausgeschieden. 


= m 
(m+n)p\i 
so bilden die zurückbleibenden Ausdrücke die Summen der Produete aus 
den Verbindungen ohne Wiederholungen zur (p —1)ten Classe der Ele- 
mente n, n--1, n--3, .... 0- p—1. Für die gesuchte Wahrscheinlich- 
keit ergiebt sich dann folgender Ausdruck: 

Mm 
(mt np! 
Untersuchen wir nun die Wahrscheinlichkeit, gerade zwei weilse Kugelu 
in » Ziehungen zu erlangen, so ergiebt sich das nämliche Schema, wel- 
ches der Gleichung 3. im vorigen Paragraph vorausgeschickt wurde. Wen- 
den wir dieses Schema auf die Formeln 1. und 2. an, so erhalten wir fol- 


gende Zusammenstellung für die fraglicbe Wahrscheinlichkeit: 
33 % 


SC(n, n-A1,n-—-2, ..n-p— 1). 


3. 





2» = 


EEE 
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is m m n+? n+93 Ä n+p—1 
mt+n" mtn+t" mtn+2 " mtnt3 1" men +p—1’ 
m n+1 m n-+-3 n+p—1 
mn" m+n+l" m+n+2" mtn4+3 |" "mtn+p—1’ 
m ni n+2 m np—1_ 
mtn" mtntt" m+n+? " mtn +3 ! "ats 1»—1 t 
N n +1 n+2 n +3 | m m 
m4n" m+n+i" m+tn+2 " mtn+3 1°" mtn+p-2"mtn+p-1 


Die Ausscheidung des gemeinschaftlichen Factors aus sämmtlichen Gliedern 
dieser Formel erzeugt Gebilde, welche die Summen der Producte aus den 
Verbindungen ohne Wiederholungen zur (»— ?)ten Classe der Elemente 
n,n- 1, n--2,n--3, .... 2--p—1 sind. Die gesuchte Wahrscheinlich- 
keit ist demnach für den vorliegenden Fall 

m? 


5) ' . = Pez l_ me p-? 
4. u mlapii SC(n, n--1, n--2,n-+3, ...n--p—1)P”. 


Wir werden hierdurch auf ein leicht erkennbares allgemeines Gesetz geführt. 
Die Wahrscheinlichkeit des in Frage stehenden allgemeinen Problems wird 
durch folgende Gleichung angegeben: 


m’ 


Ds Y ‘ 1 _ 
>. w SC(n, n 1 1, n-— 2, RER it 5 1 )P SG 


(m-tn)pit 
oder, wenn wir die Kormel 70. $. 26. der Combinationslehre benutzen, 


6 L m’ ornp!! 
. w we TEStrTa,n“ 
(m+n)Ityrii(On) 
Benutzt man aber die Gleichung 73. $. 26. der Combinationslehre, so er- 
giebt sich 
m > . 
r ‚ r|-1ap-r | /a_1\I-1 Sf YaP- 1 _YyI-t NRanr-r-2_ 
7. we nme Rp SC (p-Y) 1 SC’n’?-..] 
gr 2. 3, +. .»..:.e.» p —1). 
Hier bedeuten SC', SC’, SC’, .... die Productensummen der Verbindungen 
ohne Wiederholungen zu der ersten, zweiten, dritten Classe u. s. w. der 
untergeschriebenen Elemente. Endlich erhalten wir aus 77. $. 27. der Com- 
binationslehre folgenden Ausdruck für 5.: 
m’ Llos(I+-A)y mr! 
ir ® im-n)pit 





S, m 


Für diese Gleichung sind die Entwicklungen von 80. pag. 54 der Combi- 
nationslehre zu berücksichtigen. 








mc 
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$. 10. 


In einer Urne sind 2, mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, .... n bezeichnete 
Kugeln enthalten. Man nimmt » Kugeln einzeln heraus. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel grade in derjenigen Ziehung 
erscheinen werde, welche durch die ihr aufgeschriebene Zahl angezeigt ist? 

Man sieht leicht, dals die Zahl der günstigen Kugelgruppen mit 
der Anzahl der Stellen-Elemente übereinstimmt, welche entstehen, wenn 
die Versetzungen mit Wiederholungen von r Elementen zur pten Classe 
gebildet werden. Diese Anzahl ist in 134. $. 43. der Combinationslehre ange- 
geben. Wird sie durch die Zahl aller möglichen Kugelgruppen n” |" gemes- 
sen, so ergiebt sich folgender Werth für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 


p een, ya zii 


n 12/1 „zımı | gBlızpzlaı 1 1 Hl a 





1 e BER u 


Werden unter den genannten Bedingungen alle Kugeln gezogen, so geht 
p in n über und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist aus 1.: 
1 | 1 1 I N 1 
»- wol art Tante 7 


bedeutet n eine etwas grofse Zahl, so geht 2. in folgende Gleichung über: 
3. w—= 1—e —= 06321205 .... 
Hier ist e die Zahl, deren natürlicher Logarithme die Einheit ist. Die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl zusammen- 
treffen werde, ist aus 2., wenn alle Kugeln gezogen werden, 
4 we . a str Ye er en se en)" N: % 
Für ein nicht zu kleines » wird hieraus 
Be TE ET se 

Die Gleichungen 3. und 5. gelten schon, wenn die Zahl der in der 
Urne befindlichen Kugeln 20 und mehr beträgt. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs gerade # Kugeln, nicht mehr, und nicht weniger, in der Zie- 
hungsreihe mit der aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werden ? 

Die Zahl der günstigen Gruppen leitet sich aus der Gleichung 142. 
$. 44. der Combinationslehre ab, wenn dort p statt g gesetzt wird. Wird 
durch die Zahl aller möglichen Kugelgruppen getneilt, so findet sich für die 
gesuchte Walırscheinlichkeit: 
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r | 1 * 
» p / \p-r | -1 PRT, \p-r-1| -1 
6. TEL Prien (nr) 1) 


Bed 


1 
äh LYYP-r-21-1 __ 
42 1 . . 02. 0° [2 


-— (Nn—T- 
Durch Weglassung der gleichen Factoren erhält man 


. he R “N = hi See 1 7) ..4 | 
TR ltr] 1 n—r all \n—r >11 r Kar ; 


Werden alle Kugeln gezogen, so ist pn und es wird hieraus 


1 41 1 | 1 
“ a7 u I_ Ki Sn ad SE an f __\n-r-1 BnEN 
. u 1’ | 1 211 13) + RE / er]. 
ist (n—r) nicht zu klein, so hat man 
1 
9, W rit.* 


Die Gleichung 6. dient, folgende Frage zu beantworten. 


Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahırschein- 
lichkeit, dafs wenigstens # Kugeln mit den ihnen aufgeschriebenen Zahlen 
in p Ziehungen zusammentreflen werden? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit bestimmt sich, wenn wir aus 6. die 
Wahrscheinlichkeit abnehmen, dafs gerade r, r --1, r--2, .... p—1, pKu- 
geln mit den aufgeschriebenen Zahlen zusammentreflen werden. Setzen wir 


allmalig die genanuten Werthe in 6., so erhalten wir Folgendes, nach etwas 








veränderter Darstellung: 
1 p’ - Nee a ae 
, fa _p\ rj— « BR \P- r-l u. ee Mn MR # 7) p-r- IR 
u rt TI fit (n-r-1) FIN n-r 
1 ri ö N 1 er | -1 p’+#? 1 ) 
/‚m_r u 2 5 GE Er a , = (na r_Y\pr3|-1__ 
n! ı-ı ta n 7 1) Y+tlı (N- r- HT, pri r 3) 
N p +2 | -1 a a yypr3 prt+l- 
us en / ? € ugs di | - -1_ | \P- r-4] - ER 
Själgpen n—1 ArpRi 7 (n-r-3 FRITP ri (9%-r-4) 
1 ee yil-ı_ pP Ar 0-1 
nP 1 | f/ ji N —» qP- Ijı (N— pP) 
1 ppi-1 
n! Gr N = 


1 
>71 verbun- 


L,assen wir dieselbe vorerst unberücksichtigt und beachten die in 
den Klammern eingeschlossenen Reihen, so lassen sich dieselben in schief- 


Sämmtliche Glieder dieses Ausdrucks sind mit der Facultät 





den. 


liegender Richtung zusammenzählen. 


Dabei ist nur nöthig, die begleiten- 


sm) (un)  bmmien 
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Dur 


den Facultäten von p zu gleichen Dimensionen zu ergänzen. Dies giebt 
folgende Umformungen: 





da dl Men - [ r+1 r+l) f 
GRIT A | : | ee’ T- — (n—r— PH! 
Print pr -| ar |  etDt (r-+2) 
A 1.2 
r(r+tl) print FREE 
= er ar 
- (n—r— Z)p-r-31-1 L er +3 | (r+2) ( (+2) (r+ 3) | lernen 
Tu adi Su 1.2 1.2.8 
Pit gi ni 
ne u 5 iT TB ([n -r 3)’ | -1 


u. s. w. Die in Klammern eingeschlossenen Facultäten von r unterliegen 
folgendem Gesetze: 





ee a ee 
1 % 214 311 % tue) 2 it u u Fa qxlı 
Daraus erhalten wir folgenden Ausdruck für die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit: 
1 pr 1 \ y er 1-1 
_ a ni: e\p-r|-1__ __4\p-r-1| -1 
u w=— it (n—r) 1 pa -n—r—1) 


2lı r+2|-1 | 
! ? » vn D\p-r-2 1-1 
+ II Gar Ar Ip nn 
oder in anderer Darstellung: 


11. w — Bi ER SEE! nu. A ee Rn 


Priugt-: +1 n—r ' 21 +2) \n—r 


re. er 1-1 | 
E23) \n—r ....|. 


Werden alle Kugeln gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens 
r Kugeln mit den ihnen aufgeschriebenen Zahlen zusammentreflen werden, 


12 w = “0 — I. M- iin ) | 
— Aral 741 71.2622) TR Ta 


Nun läfst sich auch die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dafs höch- 
stens # Kugeln mit den aufgeschriebenen Zahlen in p Ziehungen zusam- 
mentreflen werden. Zu dem Ende ist 11. von der Einheit abzuziehen und 
dann (r--1) statt r zu setzen. Dies er 


+i|-1 +41 »—r—1, (r+1 y—r—1\?' 
Be feet ein (wor-N 
1 a 1 a FE ar "nr | 111743) \n—r—1 


 ; JS Fre | 
(743) \n—r—1 in & 

















£ 
es 
ET 
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Endlich leitet sich auch aus 11. die Wahrscheinlichkeit ab, dafs in 
p Ziehungen wenigstens 7, und höchstens s Kugeln mit den aufgeschriebe- 
nen Zahlen zusammentreffen werden. Die Bestimmung dieser Wahrschein- 
lichkeit beruht nämlich darauf, dafs entweder gerade r, oder r--1, oder 
r-- 2, 2..., oder s Kugeln mit ihren Zahlen zusammentreffen. Es ist dem- 


nach in 11. s--1 statt r zu setzen und das erhaltene Resultat von 11. 
abzuziehen. Dies giebt 


| mir | Se re = R 
14. u jriiyrı-ı r+1"n—r 1? 1!(r+2) \n—r 








ne + | 
13 11 (r+3) nr) u... 
2727 - 1 s+1 Pt ds sy1 5 u dr a 
(still, ot! s+2 Fe a 1?11(5-13) Et 
ee (I), BR. | 
1? 11544) \n—s—1 Fass 
BG, 


In einer Urne sind »a Arten von Kugeln enthalten. Jede Art enthält 
gleich viele Kugeln, die mit den Zahlen 1, 2, 3, .... 2 bezeichnet sind. 
Es werden » Kugeln einzeln herausgenommen. Wie grols ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel mit ihrer aufgeschriebenen Zahl 
in der Ziehungsreihe zusammentreflen werde? 

Die günstigen Kugelgruppen kommen mit den Stellen- Elementen 
überein, die entstehen, wenn die Verselzungen aus »n gleich grofsen Ele- 
mentenreihen zur pten Classe gebildet werden. Diese Zahl ist in 146. $.45. 
der Combinationslehre angegeben. Man hat dort p statt qg und m statt p 
zu seizen. Wird durch die Zalıl aller möglichen Kugelgruppen gemessen, 
so ergiebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgender Ausdruck : 
mp wirt . mtp*l-1 


1. wm = — Te le nn Pl, 
mn 1 1 ı!lkmnyı ! Plllmmyı-t elllmmyti-ı | 





Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied negativ werden oder in O übergehen 
sollte. Werden nr Ziehungen gemacht, so wird y—=n und es ist 


“ N m? ( N % m? ( n ) = m* ( n N | 
w — 1—  I— 1 — - 0% 
“ 1?! \mn ı pl \mn 1 \mn die, 





Diese Gleichung gilt nicht nur für die erste Ziehungsreihe, sondern auch 
nach $. 7. für jede spätere Reihe, worin rn Ziehungen gemacht werden; vor- 
ausgesetzt, dafs die Beschaffenheit der gezogenen Kugeln nicht bekannt ist. 
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Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs in p Ziehungen gerade # Kugeln mit den aufgeschriebenen 
Zahlen zusammentreflen werden? 

Die Zahl der günstigen Fälle ergiebt sich aus 151. $. 46. der Com- 
binationslehre. "ie ist 
“ pm’ |: m (277) m? ( , m>3 Pa )' i 
ne. A” Kmnyı-ı 1 \m—r 1:1! \mn—r 1511 \pn—r “...fe 

Mit Hülfe dieser Gleichung sind wir im Stande folgende Frage zu 
beantworten. Wie grofs ist unter den genannten Bedingungen die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs wenigstens ” Kugeln mit den aufgeschriebenen Zah- 
len zusammentreflen werden? 


Wenden wir das nämliche Verfahren an, welches in $. 10. zu der 
Gleichung 10. führte, so ergiebt sich folgende Bestimmung für die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit. Man findet 

mr | y Yrı-1 rm I—r rm? A 
4. w—=- (4 y: 1-2 a 1 TONER (-P- -) 
11 \mn 1" mr—r 1-11» 2) 


mm — 


er rm?° ( Br | 
1! r+3) \mn—r ku z 


Auf gleiche Weise wie in $. 10. ergiebt sich für die Wahrscheinlichkeit. 
dafs höchstens 7, also entweder 7, oder r—1, oder r — oder 1. 


u . 02 8. 


oder keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl zusammentreflen werde: 


eh wr 2 1 Pt p-r a ' hu. „ul ‚aRrZ )' | 
tl mn r+2 \mn-r-1 1? !(r-+3) \mn=-r-1 
(r+1)m’ 5 Faden a | 
 PIIr-4) \mn-r-1 Bi 
Aus 4. ergiebt sich die Wahrscheinliehkeit, dafs unter den genannten Be- 
dingungen wenigstens r und höchstens s Kugeln mit den anfgeschriebenen 
Zuablen in p Ziehungen zusammentreflen werden. Sie ist 


r r | —] z+ 1 * ” 2 * 2| 1} 
m ) rm I—1 rm I—1 
6. w a Tr (-#_) I en | a (- / = )- a vn En > (2 ) A be 
1!! \mn r+-L\mn—r 1? !!(r +2) \mn—r 


) 


mt! ee) +: ‚ m?(s+1) N), |: 
IA an s+2 \mn-s-A 1211(5-43) a Hai 


mn-s-l 








*) In diesem und dem vorhergehenden Paragraph haben wir der Kürze wegen 


xi-i x] -1 _9), fa 
(= .) state ® _ ala—1)(a ..(d—x+1) 





Dia = 706-9... b-riT geschrieben, und werden auch 
künftig diese Beziehungsart Beihahaten, 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXVT. Heft 3. 31 
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Die in diesem Paragraph gefundenen Gleichungen lassen sich auf 
sehr einfache Ausdrücke bringen, wenn sehr grofse Zahlen vorkommen 
und die näherungsweise Werthbestimmung genügt. In diesen Fällen kön- 
nen die Gleichungen aus der Combinationslehre pag. 112 u. ff. angewen- 
let werden. 

Wird in der Gleichung 2. für n eine etwas grolse Zahl angenom- 
men, so können statt der Facultäten von n und mr ohne bedeutenden Feh- 
ler die entsprechenden Potenzen gesetzt werden und die Gleichung geht in 
folgende über: 


5 1 
. w—1- ort gr green im. 


) 
= 


Wenden wir die nämliche Bemerkung auf die Gleichungen 3. und 4. an, so 
ergiebt sich, dafs sich die Wahrscheinlichkeiten der in diesem Paragraph 
betrachteten Fälle denen des vorhergehenden Paragraphen nähern; und 
das um so mehr, je gröfser n wird. Die Werthe der Wahrscheinlichkeiten 
werden im Allgemeinen um so kleiner sein, je kleiner die Zahl der Zie- 
hungen ist und je weniger Kugel-Arten bei einerlei na vorkommen; sie 
werden um so gröfser sein, je gröfser die Anzahl der Ziehungen ist und 
je mehr Kugel- Arten bei einerlei » vorkommen. Die Wahrscheinlichkeiten, 
welche bei mehreren Kugel- Arten in Frage stehen, werden sich denen, 
bei einer Kugel-Art um so mehr nähern, je gröfser die Zahl der Kugeln, 
welche in jeder Art vorkommen, im Verhältnifs zu der Zahl der Kugel- 
Arten ist, oder je gröfser n im Verhältnifs zu »n ist. 

Bei Jen entgegengesetzten Wahrscheinliehkeiten treten die umge- 
kehrten Verhältnisse ein. Die Werthe 3. und 5. $. 7. bilden demnach die 
Grenzen, um welche die Wahrscheinlichkeiten schwanken und von welchen 
sie sich mehr oder weniger entfernen. 

Zieht man nun aus einer Urne, welche vier Kugel- Arten enthält, 
von denen die Kugeln jeder Art mit den Zahlen 1, 2, 3, .... 5 bezeichnet 
sind, acht Kugeln einzeln heraus, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs we- 
nigstens eine mit der aufgeschriebenen Nummer zusammentreflen werde, 
nach 2.: 

42,82 1-1 43,831-1 


’ a Be nö — (0.650958 
w — 1 [aTT3580 7 T Pr gBIa Te V,HI0RD8 2... 


Werden aus einer Urne, die nur acht, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... 5 be- 
zeichnete Kugeln enthält, alle einzeln herausgenommen, so ist die Wahr- 
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scheinlichkeit, die aufgeschriebene Nummer einer Kugel mit der Ordnungs- 
zahl der Ziehung übereinstimmen zu sehen, 
w — 1— a. r .. — Rn - 0828055... 

Merkwürdig ist es, dafs die Werthe der Wahrscheinlichkeiten bei 
zunehmender Kugelzahl, und bei gleichförmig zunehmender Zahl der Zie- 
hungen, nicht regelmälsig steigen oder fallen, sondern um die in $. 10. 
3. und 5. angegebenen Grenzwerthe hin und her schwanken, und regel- 
mäfsig, abwechselnd, bald gröfser, bald kleiner als diese Werthe sind. 
Werden nämlich aus einer Urne, die 1, oder 2, oder 3, oder 4 Kugeln 
von einer Art u. s. w. enthält, jedesmal alle gezogen, so sind die Wahr- 
scheinlichkeiten, dafs wenigstens eine mit der aufgeschriebenen Zahl zu- 
sammentreflen werde, 


E } - 5 - . ._ ra , —— 5 [x 1 x “ —_— 

8. m; ie i b) WU, . 1, WW; —— 3 b) U EEE S b) W; ii . 3 R4 ° w,; ns va . .o00 . 0 
Für die entgegengesetzten Wahrscheinlichkeiten verhält es sich auf ent- 
gegengeseizie Weise; nemlich es ist 


9. w=0), weh, wm, wm}, w=lH, wm: 


Dies scheint Laplace übersehen zu haben, wenn er pag. 223. T’heor analyt. 
d. probab. behauptet, dafs in 9. die Wahrscheinlichkeiten wachsen, wenn n 
wächst. Die Prämissen, worauf er seine Schlüsse gründete, scheinen für 
den Fall, welchen er behandelte, und für welchen er Schlüsse ziehen wollte, 
nicht zulässig. Bei unveränderlichem m und n wachsen in der Gleichung 1. 
dieses Paragraphen und in 1. $. 10. die Werthe der Wahrscheinlichkeiten, 
wenn p wächst. 

Das vorliegende Problem hat Laplace in seinem eben angeführ- 
ten Werke Nr. 9. behandelt. Er hat die Gleichungen 1. und 3. ent- 
wickelt. Das Problem in 10. hat Euler in Hist. de U Academie roy. 
d. sciences et bell. lett. 1752. pag. 255 u. ff. behandelt. Er hat die Glei- 
chungen 2. 3. und 5. entwickelt und auf mehrere besondere Fälle an- 
gewendet. Seine Entwicklungsart ist etwas weitläufig. Auf Seite 270 
geht Euler von der unrichtigen Ansicht aus, dafs sich die in $. 10. ent- 
wickelten Gleichungen auf die in diesem Paragraph behandelten Fälle an- 
wenden liefsen. 


Heben wir in den Ausdrücken 4. 5. und 6. die Zähler heraus, 
so beantworten sie Probleme aus der Combinationslehre. Im ersten Fall 


34% 
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wird die Anzalıl der Gruppen bestimmt, in welchen wenigstens r Elemente 
auf der zugehörigen Stelle erscheinen, wenn die Versetzungen ohne Wie- 
derholungen aus »n Elementenreihen zur pten Classe gebildet werden, von 
denen jede nr Klemente hat. Behalten wir die in der Combinationslehre 


angenommene Bezeichnungsweise bei, so ist 


Y ” fl 
10. S-+Ir,r-1,r42, 20... 95 Gy 2 2000 @,5 Dis Day ooor Ons once Ms Magen My] 


l . r+1| —1 
ri-i 1 pP | 


| 
) in . 4 \Dor- _ 
e m (ma—r" — AZ mt (mn — r — IP! 


jriıt 


y 2 | l pt? | —1 u ’ - 
h 2 2 +? _ 9» __9\p-r-2|I-1 __ 
(4 ) r+21ı m (mn 7 =) ...+ 


Im zweiten Falle wird unter den nämlichen Bedingungen die Zahl der 


Gruppen bestimmt, die höchstens # Elemente an der zugehörigen Stelle ha- 
ben. Es ist 

S--[0,1,2 25 wor b,; ' V 
11. A_ [ ), ...T5 d,ı» d;, ....» d„5 I)» Iy9 .»...0 n I ....» M,, Mı,, u...» n,| 


9 


da 
17+! 1 


(mn? Pr mt (mn — r — IP 
v1 "a üe 


„r+?2 / __® __H9\p-r-2]-1 
ne ur ER — r—27 IE u. 


/ 


Im dritten Falle wird die Zahl der Gruppen bestimmt, in welchen unter den 
genannten Bedingungen wenigstens x und höchstens s Elemente auf der 


zugehörigen Stelle erscheinen. “ie ist 


12. ANY Ir, Tr - I. ae, Be d,» A U. b, b,, .... b,; u...» mM,» IN,» u... m, 


vi-l 2 r „til 1 I . | 
rn m (mn — r)P”" ur mt kmn — r — 1) 
A ee 
z s AB 2. rn __ 9\p-r2ı-1__ 
(7) TE a RE 
„stil-i 522 s+1 pt? 1 
u Det (ana IPTIT Tr ge m’ (mn — gs — Yp-21-1 


s+1\:1! gi -i s+3 s \p-s-3[-1 | 
( g ) (BIT ın (nn —s m. 3)f I "T .... 


Soll die Zahl der Stellen- Elemente für die vorliegenden Probleme 
bestimmt werden, wenn nur eine Elementenreihe vorhanden ist, so ergiebt 
sie sich leicht, wenn in den eben gefundenen Formeln m —= 1 gesetzt 
wird. Die Gleichungen 10. 114. und 12. beantworten die Probleme, worauf 


8.44. und 46. der Combinationslehre aufmerksam machen. 
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$. 12. 
In einer Urne sind »n, in einer andern nr Kugeln enthalten. Aus 
jeder wird eine willkürliche Anzahl von Kugeln herausgenommen. Wie 
grols ist die Wahrscheinlichkeit, dafs aus jeder Urne gerade p Kugeln ge- 


zogen werden? 
mP! 


1} 
ii Gruppen 


Aus der Urne, welche »» Kugeln enthält, können 


genommen werden, von denen jede » Kugeln enthält. Aus der zweiten 


5 npi- 4 
können TrIT solcher Gruppen hervorgehen. Jede einzelne Kugelgruppe, 


die aus der ersten Urne gezogen wird, kann sich mit allen, die aus der 
Urne gezogen werden, der Reihe nach verbinden und der Aufgabe genü- 
gen. Die Zahl der günstigen Fälle ist daher 
mPpiI-ı „pi-ı 
1. A ea — .o— . 
ph pi 
Die Kugelgruppen, welche aus der ersten Urne, die m Kugeln ent- 
hält, hervorgehen können, werden entweder eine, oder zwei, oder drei 
u. Ss. w., oder m Kugeln zählen. Die Bestimmung der, sämmtlichen Fällen 
zugehörigen Gruppen- Anzahlen führt zu folgendem Ausdruck: 


5. m?! 31-1 m|-I 
A. —= mr Ei es Sie wi “er. er - — (1-11}"” 1 
er 1 | 24 1> 11 ce jriı ER / . 


Eben so ergiebt sich für die Zahl aller möglichen Kugelgruppen, die aus 
der zweiten Urne hervorgehen können: 


WE u nri-ı ’ 
1 


A, ae 1 7 2210 Fr q>5tı Kr"; 7 2 nr mer (1 ER 12 1)" — = 


Sämmtliche in A, und A, enthaltene Kugelgruppen können sich miteinander 
verbinden. Die Zahl aller möglichen Fälle ist daher 


2. Antn — er 2.3 1) y To 1). 


Aus 1. und 2. ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 


B Ber mPpi-IypI-1 
I: Me re 
17'.177° 427° —1) (2 — 1) 





Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs aus beiden Urnen gleichzeitig gleichviel Kugeln gezogen werden? 
Die günstigen Fälle sind folgende. Es werden entweder eine, oder 
zwei, oder drei u.s. w., oder n Kugeln gleichzeitig aus beiden Urnen ge- 








ES _ 
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zogen, wobei n kleiner als »» angenommen wird. Die Zahl der günstigen 
Fälle ist nach den vorstehenden Erörterungen zu No. 1.: 


Pe n m ‚, m!I-t mI- n>I-t m’I-, nit mel 
=> 1 . 1 4211 Pr 1:11 | 311 *° 7311 TER f} 1» 11 . 





Wenden wir auf diesen Ausdruck die in $. 142. und 143. pag. 257 u. ff. 
m. Differenzencaleuls gemachten Bemerkungen an, so geht die Zahl in fol- 
sende über: 


4 (m + nm)" 1-1 


nr —1. 





Wird dieser Ausdruck durch die Zahl aller möglichen Fälle nach 2. ge- 
messen, so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 


(m -H-n)r1-ı 1 


4. Th 





Em ed) Den 





Ist die Kugel- Anzahl in beiden Urnen gleich, also n—= m, so ergiebt sich 


hieraus 


, w (2myrı-i 1 
TE am? Are‘ 








ist die Kugel- Anzahl in beiden Uruen sehr grofs, so erhalten wir nach 
$. 143. pag. 259 des Differenzencaleuls 


: DAR. DR De Zn, T WERE 1° 
2.4.6.8....2m 


6. vw — 





Da nun bekanntlich bei sehr grofsem m, näherungsweise 


Ze 2.2.4.4.6.6....2m.2m 
- .1.3.3.9.9.72...(2m—1) (2m+1) 





ist, so ergiebt sich hieraus leicht folgende Gleichung: 


1 
w = 
y(4r(2m+1))’ 
oder, da bei sehr grofsem mn, 2m statt Imn gesetzt werden kann, 


1 
w mw == / ne 
y(am) 





a ıst das Verhältnifs des Durchmessers zur Peripherie des Kreises. Aus 


7. folgt, dals die gesuchte Wahrscheinlichkeit sich verkleinert, je gröfser 
die Zahl der Kugeln wird, 
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Erheben zwei Personen gleichzeitig und auf's Gerathewohl 1, 2, 3, 
oder 4 Finger, so ist nach 4. die Wahrscheinlichkeit, dafs beide die gleiche 





Zahl treffen werden, 26,9, — 0,3062 ...., also beinahe 4. 


Von zwei Urnen enthält jede » Kugeln, die mit den Zahlen 1, 2, 
3,2... m bezeichnet sind. Man zieht gleichzeitig p Kugeln aus jeder Urne. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs sie die gleichen Zahlen tragen? 

Die Zahl der verschiedenen Fälle, in welchen p Kugeln aus der 
einen Urne genommen werden können, ist 


u BR. 


Jeder einzelne Fall, der bei dem Ziehen aus der einen Urne möglich ist, 
kann mit demselbeu, der bei dem Ziehen aus der andern möglich ist, nur 
einmal zusammentreflen. Die Zahl aller günstigen Fälle ist demnach unter 
dem vorstehenden Ausdrucke begriffen. Die Zahl aller möglichen Fälle 
ergiebt sich aus 1., wenn n —= m gesetzt wird. Die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit ist demnach 
| 
. ww ee . 
Es wird unter den nämlichen Bedingungen gezogen. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs aus beiden Urnen gleich viele und mit den 
nämlichen Zahlen bezeichnete Kugeln erscheinen werden? 


Es können entweder eine, oder zwei, oder drei u. s. w., oder m Ku- 
geln aus jeder Urne gezogen werden, welche die gleichen Zahlen tragen. 
Die Zahl der günstigen Fälle ergiebt sich, wenn 1, 2, 3,.... m in 8. statt 
p gesetzt wird. Sie ist 


21-1 3f-1 ER 

m?! m | mm | 

A = MHz tr een u 2" — 1 
I gzıe: I gsıı I pri 


Die Zalıl aller möglichen Fälle giebt 2., wenn m statt n gesetzt wird. 
Demnach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
1 


Ent B 


10. w == 


Sind drei Urnen vorhauden, und werden p Kugeln gleichzeitig aus jeder 


herausgenommen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs sie die gleichen Zahlen 


tragen werden: 
1? 1 ‚q 1 


TER 
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Hieraus ergiebt sich allgemein, wenn r Urnen vorhanden sind, für 
die Wahrscheinlichkeit, dals p gleichzeitig aus jeder Urne gezogene Ku- 
seln dieselben Zahlen tragen werden: 

Te Ya 


1 I. w = RER SEE 
(mPi-1yr—1 


Eben so ergiebt sich allgemein aus 10. für die Wahrscheinlichkeit, 
dafs überhaupt die gleiche Anzahl gleichbezeichneter Kugeln erscheinen 
werde, wenn aus 7 Urnen gezogen und aus jeder willkürlich irgend eine 
Anzahl Kugeln genommen wird: 


1 
2. vv — —. 
3 





Ks ist nicht eine nothwendige Bedingung, dafs die Anzahlen von 
Kugeln in den verschiedenen Urnen gleich sind. Sie können auch un- 
gleich sein. Für diesen Fall gehen die Gleichungen 11. und 12. in fol- 


eende über: 


pli Sl 
13 uw ur) 
>. gps npe ee pen 3 
m, meter... mp 

1 
Id. ww — — = 


No \ „m m \ 
2° 1) 2 ’—1)(2 —1).... 





wenn zn, die kleinste Kugel- Anzahl bedeutet. 


In einer Urne sind nr Kugeln enthalten. A nimmt irgend eine An- 
zahl von Kugeln heraus, und 3 ruft gleichzeitig irgend eine Zahl, die klei- 
ner als 72-1 ist, aus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs beide 
die gleiche Zahl getroffen haben werden? 

Die Wahrscheinlichkeit beruht darauf, dafs A jede beliebige Zalıl 
von Kueeln, also 1. ?. 3. .... m ziehen kann. Die Zahl der günstigen 
Fälle ist, nach den zu 2. vorausgeschiekten Bemerkungen: 


2] 3I —1 m|-1 
a 
2 14 >31} ) mit u u 


Die Zahl aller möglichen Fälle ist aus den nämlichen Gründen 2?” — 1. 
Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist daher «= 1, und wird also zur 
Gewifsheit. Die Wahrscheinlichkeit, dafs B eine bestimmte, unter n mög- 
lichen Zahlen treffen werde, ist n Demnach ist die gesuchte Wahr- 


scheinlichkeit 


15. vw — 
m 
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$. 13. 

In einer Urne befinden sich m Kugeln. Jemand nimmt aufs Gerathe- 
wohl eine Anzahl Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs die herausgenommene Anzahl von Kugeln gerade, und wie grofs, dafs 
sie ungerade sein werde? 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs eine gerade Anzahl von Kugeln erschei- 
nen werde, beruht darauf, dafs entweder zwei, vier, oder sechs Kugeln u. s. w. 
gezogen werden. Die günstigen Fälle sind 

m? I-1 m# I-1 m’ |-1 
4, — FT Fri + wruwy E .... 
1211 7 qsıı T Zen 
Soll eine ungerade Anzahl von Kugeln, also eine, drei, fünf u. s. w. ge- 
zogen werden, so ist die Zahl der günstigen Fälle 


4 m, wit un 
Zu Ei ers 
Nun ist 
! wu, yet mi 
ZR zur Be a re ee: ach es 
1. or — 1-m- 21 1 311 Ka iu 
’ i = m, mÜl-ı ie 
2» U = (1—1) u az g; u 21T u ET (—) mit . 


Wird 1. und 2. zusammengezählt, von der erhaltenen Summe die Zahl 2 
abgezogen und dann das Resultat durch 2 gemessen, so entsteht 


| wer | m#ı-ı 9m_2 
‘ en 1 7 -—t+— ) —— Zr —— @ bh "a an N — - I BZ % Fee 5 1 rn m — 
8. 4A, ZZ ——— 7 ( | . 121 1 | u +11 | .... 2) u ) —, 2? 1. 





Wird die Gleichung 2. von 1. abgezogen und das erhaltene Resultat durch 
2 gemessen, so ist 





nm’ 1-1 m’ |-1 a” ru 
4. 4, =-- 4 (2 Mr. GT + . pr —- .. r = o: — 2 ., 
Die Zahl der möglichen Fälle ist nach den Vorbemerkungen zu 2. $. 12. 
A=%"—1. Hiernach ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine gerade Anzahl 
von Kugeln gezogen werden wird, 


‘ — 
4 Im-1_1 


DO. w — 


mi ’ 
die Wahrscheinlichkeit, dafs eine ungerade Anzahl von Kugeln gezogen 
werden wird, ist 








Im—i 
6. w a Bene 


m 1 
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Diese Wahrscheinlichkeiten nähern sich immer mehr der Gleichheit, je grö- 
(ser »n wird, und der Unterschied wird immer unbedeutender. Bei klei- 
nen m ist der Unterschied bedeutender. 


In einer Urne sind m schwarze und n weilse Kugeln enthalten. 
Man nimmt eine gerade Anzahl von Kugeln heraus. Wie grofs ist die 
Wahırscheinlichkeit, dals von jeder Farbe gleich viele Kugeln erscheinen 
werden ? 

Dies wird geschehen, wenn eine weilse und eine schwarze, zwei 
weilse und zwei schwarze Kugeln u. s. w. erscheinen. Die Zahl der 
günstigen Fälle ist, wie aus den Bemerkungen zu 4. $. 12. erhellet: 


a _ m4ny!a 
di» 4, — m. | 211 - 211 N 311 g3lı 4.8. —  "gpalı  [— Pr 








Hier ist nm. Die Zahl aller möglichen Fälle ist 


8. A.: (mn It, (ment met, u. nr _ ge —t; 
Os p* 211 | j#lı | dl We 2 u 9 





wie sich aus 3. ergiebt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 


(mn)! 1 


9, ww = 1r Tı(amta-ı 1)" 





Enthält die Urne gleich viele weilse und schwarze Kugeln, so geht der 
vorstehende Ausdruck in folgenden über: 








10 E. 2m (2m —1) (2m—2)....3.2.1 BA 1 
- ww 7.283... m)? (zm1 1) Zimt ' 
Nach den Gleichungen 5. und 6. $. 12. erhalten wir für sehr grofse m: 
1 : 
10T am)‘ 


Der Werth der gefundenen Wahrscheinlichkeit ist doppelt so grofs als der 
in 7. $. 12. gefundene. 


Es sind die nämlichen Bedingungen wie oben gegeben. Man nimmt 
nach Willkür eine gerade Zahl von Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs von jeder Farbe gleich viele und gleich bezeichnete 
Kugeln erscheinen werden ? 

Nach den Bemerkungen zu 10. $. 12. ist die Zahl der günstigen Fälle 


2) , 3] -1 
12. A=m w rc | 


’E it "773511 Tr 2” —1; 


die Zahl aller möglichen Fälle ist in Nr. 8, dieses Paragraphen angegeben. 
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Die Wahrscheinlichkeit ist demnach 
Im 1 
13. w —— EEE 


Imtn—1__1 . 
Für sehr grofse m wird 


14. vn 
zu setzen Sein. 

Die Gleichungen dieses und des vorhergehenden Paragraphs hängen 
ihrem Inhalte nach zusammen und sind deshalb hier zusammengestellt. Das 
erste Problem dieses Paragraphs ist nach Lacroöx ( Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung $. 43.) von Bertrand und dann von Laplace in Theor. analyt. 
d. probab. Nr. 5. behandelt. Dort findet sich aufserdem auch noch die 
Gleichung 11. dieses Paragraphs entwickelt. 


(Die Fortsetzung folgt.) 





3b * 
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17. 
Bemerkungen über die cubische Gleichung, durch 
welche die Haupt-Axen der Flächen zweiten 
Grades bestimmt werden. 


(Von Hın. Dr. E. E. Kummer, Professor in Breslau. ) 





Di. Aufgabe, eine homogene ganze Function zweiten Grades von drei 
Variabeln durch lineäre Substitutionen in eine solche zu verwandeln, 
in welcher die drei Producte der Variabeln fehlen, kommt bekanntlich in 
der Analysis und in ihren Anwendungen auf Geometrie und Mechanik 
häufig vor, und ist darum auch schon vielfältig behandelt worden. Dafs 
die cubische Gleichung, von welcher die Lösung abhängt, immer drei 
reale Wurzeln hat, ist auch schon auf mehrere Arten bewiesen worden; 
die directeste Beweis-Art aber, nämlich den algebraischen Ausdruck, von 
dessen Vorzeichen es abhängt, ob die cubische Gleichung drei oder eine 
reale Wurzel hat, als eine Summe von Quadraten darzustellen, wodurch 
das Vorzeichen vollständig bestimmt wird, hat man bisher noch nicht ver- 
sucht. Diese Zerfällung in Quadrate werde ich in Folgendem mittheilen, und 
zugleich den Fall, wo zwei Wurzeln der Gleichung einander gleich sind, 
über welchen, namentlich wenn imaginäre Coefficienten zugelassen werden, 
noch einige Unklarheiten herrschen, in ein helleres Licht zu stellen suchen. 


Wenn der Ausdruck Az’ -+By’+Cz2°--2Dyz--2Exz-2Fry 
durch die Substitution 
2. ax’ -- a'y'ta'z', 


2 
y—= br'-+b'y'+b"z‘, 


ae » |] Karl id / 
— ca ey'+c"z', 


wo 


#1 =1 aa -- bb cc = (0, 
u _ b'? —_ c‘” nen 1, d a’ bb +cc nn 0, 
a? _ ba "1, aa - bb cc" — 0 
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ist, auf die Form 4'2° +4 B’y”--C'z” gebracht werden soll, so sind be- 
kanntliich A—= 4, A=DB‘, A—C' die drei Wurzeln der Gleichung 
A’—(A+B-+C)4--(AB-AC--BC— D’—- E—F’)A 
— (ABC--2DEF— AD’— BE’— CF’) — 0; 
welche auch in folgenden Formen dargestellt werden kann: 
(A—A)(A—B)(A—C) — D’(A— A) — E’A— B)— FF A—C) —2DEF—0, 
EFı .. ARE . SE 
DA-A)tEF | E(A-BD)IDF ' F(AZC)LDE 
Setzt man nun zur Abkürzung 
P= A+B-C, 
— AB--AC+-BC— D’— E’—F’, 
R —= ABC--2DEF—AD’—BE’— CF’, 
so ist die bekannte Bedingung, dafs die cubische Gleichung A’ — PA’ - 
0A— R—0 zwei gleiche Wurzeln habe, folgende: 
P’0’—4P’R--1SPOR—40'— YR — 0. 
Ist dieser Ausdruck aber nicht gleich Null, sondern positiv, so hat die cu- 
bische Gleichung drei verschiedene reale Wurzeln, und ist er negativ, nur 
eine reale Wurzel. Substituirt man nun für P, Q und R die obigen Werthe, 
so findet man, nach gehöriger Anordnung der Glieder, dafs der Ausdruck 
nicht sowohl die Gröfsen A, B, C selbst, sondern nur deren Differenzen 
enthält, oder Jafs er ungeändert bleibt, wenn man zugleich alle drei Grö- 
fsen A, B und Ü um dieselbe Gröfse vermehrt oder vermindert. Dies ist 
auch aus dem blofsen Anblicke der cubischen Gleichung in der zweiten 
oder dritten Form klar, weil durch diese Aenderung die drei Wurzeln der 
Gleichung um diese Gröfse vermehrt oder vermindert werden. Ich setze 


—1=0(. 











also Kürze wegen 
B-C=o, C-A=fß, A-B=j,, 
wodurch «&-1-3--7 = 0 wird, und ordne die Formel nach den Dimensionen 
von D, E, F, wodurch sie folgende Gestalt bekommt: 
AN +2BYa2Py)D-42oay(d?+2ay) E+2aß(y’+2ap)F? 
74-7 — We —P)DEF 
+ (0 +8Py) D’-(9P-48ay) E*--(y +8aP) F*-+-2(100— Py)E’F° 
+-2(109°— ay) D’F°’ 
+ 2(107°— aß) DE? — 36 DEF (($ —y) D’--(„— e)E’--(@«—P)F°) 
+4. D’-- E-+F’’— 105D’E’F’=0. 








SH 
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Dies ist nun der Ausdruck, welcher als eine Summe von Quadraten Jdar- 
gestellt werden soll. Man wird wohl kaum erwarten, dafs zu diesem 
Zwecke eine directe Methode gefunden und angewendet werden solle, da 
eine solche schwerlich zu finden sein möchte; es bleibt also nichts übrig, 
als durch Versuche die gewünschte Form zu ermitteln. Ich habe diese 
Versuche so eingerichtet, dafs ich die Zerlegung in Quadrate zunächst für 
besondere Werthe von «, ß, z, D, E, F' ausführte; für welche die Formel 
sich bedeutend vereinfacht. Ein solcher Fall ist der, ww e = P=y=—0 
ist, in welchem die Formel 
4 D’-E-- FF’ —-105SDEF? — 0 
in Quadrate zu zerlegen ist. Für sie findet man ohne grofse Schwierig- 
keit folgende Form: 
15 DK E— F)-- 15 EP’ — DY-15F?’D’—- EY- D’QOD’—- E—- F°) 
-EQRE—-FP’—-D)-- FPFQFP—D—E) — 0. | 
Indem ich vorzüglich diese specielle Formel als Anhaltspunct benutzt habe, 
bin ich zu folgender Darstellung der allgemeinen Formel in Form einer 
Summe positiver Quadrate gelangt: 
5 [EFe-- D(E’— F°)}-+15[FDP- E(F?— D’)]’ 
-15[DEy+ F(D’— Ei]; 
)+-R#7D+Y-BEF+D@D—-E—P3y 
-[RyaE+(@—y)FD+EQE'— F°— Dj; 
+ [2aPF-+(P—o)DE-FQRF’— D’— E°) 
\ - [ep — a. D’-- BE’--,F?)] N 
Da dieser Ausdruck nie negativ werden kann, so folgt zunächst, dafs die 
obige cubische Gleichung stets drei reale Wurzeln hat, wenn nämlich A, 
B,C,D,E,F reale Gröfsen sind. Damit ferner die cubische Gleichung 
zwei gleiche Wurzeln habe, müssen diese sieben Quadrate jedes für sich 
gleich Null werden, wodurch man scheinbar sieben Gleichungen erhält. 
Es ist aber leicht zu zeigen, dafs sie alle erfüllt werden, wenn nur die 
zwei ersten Statt haben, nämlich die Gleichungen 


2. EF«e-+-DE—-F)—=0 und FDP-E(F’—D) — 0. 
Dies sind also die beiden nothwendigen Bedingungen; welche auch 
hinreichend sind, wenn nicht zugleich zwei der Gröfsen D, E, F der 


Null gleich sind; denn in diesem Falle würde noch eine der drei Bedingun- 
gen FF—e.23—=0, D’—Py=0 und E’— or == 0 hinzutreten müssen. 
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Anders verhält es sich aber, wenn man auch imaginäre Werthe von 
A,B,C,D, E, F zuläfst. Alsdann giebt die Formel (1.) nicht zwei, son- 
dern nur eine Bedingungsgleichung dafür, dafs zwei der Gröfsen 4‘, DB’, C‘ 
einander gleich werden; und wenn nur diese erfüllt ist, so kaun man im 
Allgemeinen aus der Formel Ax’—+ By’--Cz2°’--2Dyz+2Erz- 2Fxey 
durch die obige Substitution die Producte gar nicht hinwegschaffen; es ist 
dann, damit dies gelinge, noch die Erfüllung einer zweiten Bedingungs- 
gleichung nöthig. Ich bin auf diesen merkwürdigen Umstand, über welchen 
die Mathematiker grofsentheils noch im Unklaren zu sein scheinen, durch 
Jacobt aufmerksam gemacht worden, als ich ihm die obige Zerfällung in 
Quadrate mitgetheilt hatte, und ich will den Umstaud hier näher erörtern. 
Der Grund davon liegt in den neun Grölsen a, a‘, a’, b, b’, b", c, c', ec”, 
welche bekanntlich folgende Werthe haben: 


,„  D—(#—B\4-0) D’—(B—-B/B—-C) ,.  D—-(C—BY\C—C) 
7 a ——— a —— 2 dt — 
(O-I)A-P) ’ (© —-4) AP) ’ (A) 4-P) 
2 FAR 1 FE u en er 
T (4’—B') (B’— C’) J U (A— B)(B’— C) 9 (4—B°) ( DM na C) ’ 
_ PAAR) 9 _ PB—NB—B), un_ P-(C-A(C—B) 
B-CO)C-4) ’ " — TB-CO)C-7N) Dr Di ’ 

















u" eu 





Wenn nun die obige Bedingungsgleichung 1. erfüllt wird, so dafs zwei 
Wurzeln der cubischen Gleichung, für welche ich 4° und 3’ nehme, einan- 
der gleich sind, so werden die Nenner der sechs Gröfsen a, «', a‘, b, b', 
b' (wegen des Factors A’— B'—= 0) der Null gleich, also diese Gröfsen 
selbst unendlich grofs: also ist in diesem Falle die obige Substitution un- 
statthaft, und die Aufgabe, die Producte hinwegzuschaffen, unlösbar. Nur 
dann, wenn aufserdem auch die sechs Zähler der Null gleich werden, 
können diese Gröfsen wieder endlich werden. Damit also in diesem Falle 
die Wegschaffung der Producte möglich werde, mufs diese Bedingung zu- 
gleich mit erfüllt werden. Bezeichnet nun A eine der drei Wurzeln A‘, B’, 
C', so mufs zugleich D’— (A— B)(A— C)—0 sein, damit für 4'— B’ 
die drei Gröfsen «, a‘, a‘ endlich seien. Diese Gleichung, verbunden mit 
der cubischen Gleichung für A, giebt, nach der Elimination des A: 


EF(B—-C)-- D(E— F°) — 0. 


Damit aufserdem die Zähler der Werthe von d, 5, 5” der Null gleich 
werden, mufs E?— (A— A)(A—C) 0 sein; welches, mit der eubischen 





| 
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Gleichung für A verbunden, folgende Bedingungsgleichung giebt: 
FD(C—- A) +E(F?—D) — 0. 

Dies sind aber die oben bei 2. gefundenen Bedingungsgleichungen, mit welcheu 
zugleich auch allemal die Bedingungsgleichung 1. erfüllt wird. Daraus folgt, 
dafs, wenn die Gleichung 1. für sich allein besteht, ohne die beiden Gleichun- 
gen bei 2. (welches nur für imaginäre Coefficienten möglich ist): dafs dann 
die Producte aus dem Ausdrucke Az’ By’ C2?+2Dyz- 2Erz + 2Fry 
sich nicht wegschaffen lassen; dafs aber, wenn die Gleichungen bei 2. er- 
füllt werden, (mit welchen allemal auch die Gleichung 1. erfüllt wird ), die 
Lösung der Aufgabe wieder möglich ist; und zwar unbestimmt, so, dafs es 
unendlich viele Lösungen giebt. 














18. 


v. Renthe-Fink, Versuch d. Auflösung d. Aufg. Nr. 12. im 6. Bd. d.J. 


273 


ni 


18. 
Versuch der Auflösung der Aufgabe Nr. 12. ım 6ten 
Bande 8.214 dieses Journals: Aus den drei. die Win- 
kel eines geradlinigen Dreiecks halbirenden Scheitel- 
lınien den Inhalt desselben zu finden. 


(Von Hrn. v. Renthe-Fink, Königl, Preufs. Premier-Lieutnant und Adjudanten zu 
Magdeburg. ) 





\ , ir a r. u... ; ” 
Es seien a, b, c die Seiten, «, , y die Winkel, A‘, A, A’ die die Win- 
kel halbirenden Scheitellinien, ” der Halbmesser des eingeschriebenen 
Kreises und / der Inhalt des Dreiecks abe Taf. IIl., so ist 


2 
ey sinz@ | cos4(#—7) 





























oder 
[2r __ sinzacosz(/f—y) __ sinza@costa@cos}($#—y) 
We .. cos+ cos+y pp cost@cos4Acos}y 
1 2r Sins dcos4(y—a)  sin#dcos#4dcos4(y—e) 
M- cos4acos4y cos4}a@cos4d cos} y 
2r __ sin3ycosz(@—f) _ Sinzycos}ycos4({« — ß) 
\hei  eos4acos4f 2 coska@cost4fcosty 
und da | 
Pa r?cos4acos4dcos4y  r?O 
0. sintesin4/sin4y PP’ 
2r.4 
neue ern inla--r? | 
| 5 = Isinga--r’cosga — a‘, 
9.1 | 
2, <)» . Ba „2 1 I) = ? B 1 s ER N) 
7 _ Isn4P | r cost 2 b', 
2r.d | 
er zu ’g* 1L„,__n? ei a. d 
wrzzu —— A sın 2 / | r COS 7 ——— c . 


Hieraus folgt 


3. ar "cc?" —= AU 2 Ur P)P= S, 


und 
4. abe — rd N -NP)AP=E, 
also 


. 
- 


E | 
OD. Ss, — 4A -— r—- LS, 
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und wenn ri 7 1 tzt wird 
’e 4 und — m ( i —— 4 pr 
N h'? h'? ht? . um h’h''h' 1] gese L wı y 
Ir 2.o,—Sr Laer +, 
daher 
. ” y® 
6. f" —  _ ud = — ’ 
4r:0,—1—8r°n nd v(4r?o,—1—B8r°’n) 
l 1 i 
Aus (2.), wenn —— a ud 
(2.) Ir ver und nr ) gesetzt wird, folgt 
3, adtr?y(r+d?—a?) _MAtr?y(A2 4202 In) „Ad+r?y4' 
| da rt44: .* 2r Io, —ırn) 2rMo,—2!rn)’ 
- | BE: b’d+r?y rt+4J?—b’?) ı'dtr 2 y(4'? 4 Ur —2rn) A'dtr?yB‘ 
En >/> _— - . — 
| uch rt +4? Ir I(6,— 2rn) 2rM6, —Irn) 
sin.dy — ItrtvetrP—e?) _MAtrrYAr Harn) _ KrdtrrVC 
Dauuei 2 rt +4? 1 2rd(6,—2rn) —"2rd(6,— 2rn) 
Ferner folgt aus (2.): 
8. asin.da+bsin4ß+csin}y —= 4. 


Hieraus und aus (7.) folgt 
var? + 43 _—.2rn) | y (ar AM —_ rn) | via at? — 2rn) 


— t — 


/ 1 " F 
’ 1 ar |- PIIFEZ | „yet re Kre 


1} (A I Eu ii | y(a°+ hir 2r 27) 


+ Var 4a 2]. 


hi 
Die Entwicklung von r aus (6.) und (9.) würde zu einer Gleichung vom 


16ten Grade führen. 
KEirgebnisse, welche sich bei dem Versuch der Lösung obiger Auf- 





wu 
" 





gabe herausgestellt haben, sind folgende. 
1. Werden die Fufspuncte der oben gedachten Scheitellinien durch 
gerade Linien mit einander verbunden, so ist der Inhalt des dadurch ge- 


bildeten Dreiecks: 
rh’h'' bh" 





BB 





44 
Beweis: 
rY 
a, a; c0os4(8— 7) ’ 
r 
1. 1 50- 
on () = E 





’ cos+(@—ß) 
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daher 
f' Ip? | c0S4@ cos 1) cos 1y | 
4 =y cos}(@a—P)cosz(y—e) | cos4l@— B)cos4{3—y) | cos4/y—e) cos! 37) 
je [teten Homtß sie — tom romite— m] 
— u. z —_ tl #0 
c0S3(@ — P)cos4(y— a) cos} (9 —y) 


2 O0 


cost(a ons P,) cos 1(y _ @) cos} ($—>) r 


und aus (1.): 


Sr® _ __ Peosyla—P)eosy(y—a)oost(d—y), 
hl 0: 
daher 
44'r rag p i r? 
huhu 7 0O Ad 
und 
.2 h’h'' h'' 
12. A' — 2 we ; 
44 : 


was zu beweisen war. 


2. Werden von den Fufspuncten der mehrgedachten Scheitellinien 
Perpendikel auf die Seiten gefällt, und solche mit p‘, p‘, p"‘ bezeichnet, 
so ist der Inhalt des Dreiecks: 


| 4 
Br ZU IN Bir u Ei = 1 1 \( 4037 )] | 
| p’ p‘ l gr ar p' p'' p' p' ge” p’ Ka p" - 
denn 
4 —= (a-b)p‘' oder a-+b: = 
| | np’ ’ 
4=(td" - ate=L, 
I p' 
4 —= (b-c)p‘ - bc — - 
pP 


Hieraus folgt 


1 
ot), 


= Fir .. 2 1 ), 


p i p" 


“r A x‘ 1 1 
e=4 ( era + 
Diese Werthe von a, d, c in der Formel des Inhalies des Dreieck s 
aus den 3 Seiten substituirt, giebt obigen Werth für 4. 
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Ferner folgt aus (7.) 


sın d 
- ri E > ’ 








/ 
14. l sın!lv — a) — a’ y ee eyd 
\/ 2 As yıt% , 
sin | 2 . c’y b—hyeV 
. a\ /! td > 
an 
und hieraus 
/ e- .) N . f_ \ . < 
a’ sin 4 (3 — 7) b’sin4(y— a) c'sin4(@—Pß) 0 
und 
= A' 7 ı / ) ay\ N / e “2 I any \ f Y . / N 
I». | A Sin „(/J Fi | B SID 5 (7 — e)+-y(C’) sin! (a —_ P) > A), 


Aus (9.) folgt 


[ » » 2 ! > Drh’ 
bet b, ee — (1° ER: ee 
Ä h’h)? 


5 54 92 2r nu 
16. \ UC,—- 4,6 = \(A® +2) — 2rh 3 


h’ht 


ab | a,b | (A | h'?) a .. | 


Magdeburg, den 21. August 1843. 
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19. 


Sur les transformations et les valeurs de plusieurs 


integrales definies qui se rapportent aux surfaces ei 
aux solidites des volumes. 


Premier Wemoire. 


Par Mr. !’Abbe Barnabe Tortolini, Professeur de Mathematiques transcendantes 
a l’Universite de Rome. 


(Le m&meire qu'on va lire a et& traduit de liitalien et extrait du volume 238. du Giornale Arcadico 
di Scienze e Lettere. ) 


1°. On determine la position d’un point dans l’espace au moyen 
de trois coordonnees rectilignes x, y, 2, paralleles a trois axes. On connait 
depuis longtemps les transformations necessaires pour passer d’un systeme 
de coordonnees X, y, z a un autre de la meme espece ou d’une espece 
differente, et la substitution de trois coordonnees polaires 7, p, y & faire 
aux coordonnees rectangulaires 2, y, 2. Mr. Lame dans plusieurs me- 
moires importants sur la theorie de la chaleur publies dans le journal de 
Mr. Liouville fait usage d'un nouveau genre de coordonnees qu'il appelle 
elliptiques, et qui se presentent dans la resolution de plusieurs problemes 
de physique mathematique; voila en quoi elles consistent. La position va- 
riable d’un point dans lespace est fix&e par trois coordonnees rectangu- 
laires x, y, 3; elle peut encore s’obtenir lorsqu’on imagine ce point dans 
lintersection commune de trois surfaces a parametres toujours variables. 
Pour cette objet nous choisirons trois surfaces de second ordre qui ont de 
centre, c’est a dire leellipsoide, hyperboloide a une seule nappe, et I'hyper- 
boloide a deux nappes. Pour connaitre dans ce cas la loi de variation des 
parametres ou axes principales, il suffira de concevoir trois quantites, ou 
elements variables 3, u, v, et deux constantes Ö, c, et pour fixer les idees 
soit d&<c. De cette maniere, en formant les trois equations 


pr 57 y? 2? x: . y? 22 ) 
7° 732): ee eh u? u?—b? u?—c? ’ 


). 
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et en supposant A plus grand que D et c, le parametre u compris entre 5 
et c, et le parametre v plus petit que Ö, la premiere de ces @quations re- 
presente une ellipsoide, la seconde une hyperboloide a une seule nappe, et 
la troisieme une hyperboloide a deux nappes. Le but, que je me propose 
dans ce m&moire est de faire connaitre plusieurs resultats, que l’on obtient 
en transformant quelques integrales definies par lintroduction des valeurs 
des coordonndes ellptiques ), u, v, ou d’autres du m&me genre; mais il est 
necessaire de faire preceder ce qui suit par les considerations suivantes. 

2°. On voit par la forme des equations (1.) comment, etant donnee 
un point, ou pourra determiner toujours sa position au moyen des coor- 
donnees nouvelles 4, u, v; mais on ne pourra pas £tablir que les trois sur- 
faces de second ordre etant donnees elles determinent la position du point, 
car il y a huit points diintersection; et une inlegrale relative a une ex- 
tension symetrique autour de lorigine des coordonnees, circonscrite par 
une surface courbe et coupee par des plans coordonnees representera seu- 
lement la huilieme partie de cette extension, si l’on prend pour limites de 
integration les limites des coordonnees positives. Ajoutons qu'il ne sera 
pas diffieile de demontrer par les equations des plans tangents que les trois 
surfaces (1.) se coupent en angles droits, et dans leurs lignes de courbure, 
de maniere quoon pourra les appeler surfaces orthogonales. Les sections 
prineipales ont les m&mes foyer, et Mr. Lame les a appel& surfaces omo- 
focales. Nous ne laisserons pas d’observer que les m@mes propositions 
ont ete donnedes en 1811 par Mr. Binet dans un memoire sur les moments 
diinertie, publie dans Je XVI. cahier du journal de l'ecole polytechnique. 
C'est ce que Mr. Binet meme fait remarquer dans un article qui se trouve 
insere dans le tome 2. du journal de Mr. Ziouvzlle. 

Les variables x, y, 3 etant determinees par Lrois €quations, on 
pourra selon les regles ordinaires de l’elimination deduire la valeur de chaque 
coordonnee en fonction des nouvelles coordonnees 4, u, v, et nous aurons 

bez = Apv, by —BR).y —= YyR—D)ywW—B).y(b’ —v?), 
ey —b’).2 = YR— eo). Ye — u’). Yc— vr’). 

les valeurs que nous avons {rouve peuvent encore se deduire d’une 
equation de sixieme degre par rapport a une des variables /, «,»v. En 
effet si Yon reprend l'equation de lellipsoide 


u g Ä Bo 


\ _- —— anne 1, 





22 \ 2_—_»: : ip 
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ordonnee par rapport aux puissances de A, elle donnera 
»— A# BR —C—0, 
ou 
A—= a -- Yy{-?’—b—C, 
B te a (0 -- c) --yY' c- &’b: +-b’C', (Ü) una D° C ı*. . 
En considerant cette Equation de sixieme degre, Von voit que les u, et v des deux 
hyperboloides seront aussi des racines qui la verifient, et que par consequent 
— #--W+r, B= WuW-Wr-wWr, u tr, 
et par Elimination on retrouvera les valeurs de z, y, 2 que nous avons donnees. 
3°. Dans plusieurs applications il est plus commode d’employer au 
lieu des irois surfaces de second ordre (rois varietes des ces surfaces, ei 
nous pourrons choisir la sphere au lieu de l'ellipsoide, et deux cönes obliques 
ou a base elliptique au lieu des deux hyperboloides, Alors, si l!on appelle r 
le parametre de la sphere ou son rayon, et qu'on designe par b<Zc une 
constante, par u un parametre variable compris entre b et c, et par v un 
autre parametre plus petit que db, nous aurons ces trois @quations: 
x 4-y’ +2? ne r’, 

‚2 ‚2 2 +2 ‚2 -% 

= + ur b? Pe Zn FE 0, — . Per er un 
l,a seconde de ces Equations represente un cöne oblique ou a base elliptique, 
et asymptotique a l'hyperboloide a une seule nappe; la troisieme repre- 
sente un cöne de la m@me espece asymptotique a Vhyperboloide a deux 
nappes. Les deux hyperboloides sont celles des equations (1.). Les coor- 
donnees £, y, x s’expriment maintenant en fonction des coordonnees 7, u, v 
au moyen des formules 

bez = rurv, by —b’).y = ryY(W— By — v?), 
ey —b).z = rY— u). y—rv’). 








V. 


La sphere, et les deux cönes des equations trouvees seront trois surfaces 
orthogonales. A present nous passerons a des applications particulieres. 


4°. WLiintegrale double de la quadrature des surfaces courbes est 


fl), 
a X ) 


ou = sont les derivees partielles de z tirees de l’equation de la surface 


.— ft, y). 
On connait depuis longtems les methodes pour la transformation des inte- 
grales doubles, triples, et. Dans notre cas on excute la transformation 


aM 
37 
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lorsque, 7, u, v etant trois nouvelles variables, on a pour equation de la 
surface 

r = pur) 
Sir‘, r, sont les derivees partielles de » par rapport a u, et v, et x’, y’, 2‘, 
2, Yı, %ı les derivees partielles de x, y, z par rapport aux variables u, 
et v, lintegrale transformee sera 


— / a4 ” 7 BB 2 
5 — (fürayir42, 
en faisant pour abreger 
X = yz’—zıY) Y = 2,8’ eg, 4 = uy'— ty: 
Si l’on reprend les valeurs de x, y, x deduites des equations donnees dans 


le paragraphe precedent, on aura 


EpY.| „2.2 BEOBISSERBUEEEES 200 ©. 0 
be ’ by(e* — b?) ‚ DE) cy(e? —D%) ; 


En differentiant 2, y, & par rapport aux variables u, v et en faisant pour 
abreger 
M Y(uw? — 8°), mn (5? —v?), P=y(@— 2), 0—= y(—r?), 


on aura 


= 














rv vr' 
a! — - Te ur. 5 rer ’ 
en by(c:—b?) mr“ = MNr ): dene a IN r, N rv), 


| 


= amp Orpru), 3 Ten (Por -grr). 


En formant les produits deux a deux pour obtenir les valeurs de X, Y, Z, 
on aura apres les reductions 


/ BEER. BETEN 2_| 2 2 
De Ten ur Mn N’ +rwW— 9), 


r r 2 
Y ag urn O- rw), 





r r 2 2 2 
u == MmNDo rer (u —v?)— ur, N®Q’— vr'M’P°). 


Avant d’elever au carre ces trois expressions, et de les ajouter, il faut les 
reduire au meme denominateur, et si l’on fait pour abreger 


N >. r 
en be y(e*—b?).MNPO’ 





on aura 
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X = Kl[lru(W—v’)—vr' MW P’—ur, N 0°]y(® — DB), 
:Y = Klur‘ P°— vr, 0’ —r(W—v?)]eMN, 
Z = Klur' M’—vr,N’ır(W—?)]bPO. 
En elevant au carre et prenant les sommes, il est facile de voir que les sommes 
des doubles produits se detruisent. En reunissant les coöfficients de r?,r?, r?, 
on trouvera le facteur commun b?c?(ce? — 5°), et toute reduction faite on ob- 


tiendra 
R=r V(u? — v?)(M? P?r’?-+ N? 0?r}+(u?—v?)r?) 
- MNPO 





ou l’on a fait pour abreger 
aa a 2] 72 2 
R = yX’-+-Y7°172). 
Cela pose, la formule pour la quadrature des surfaces courbes se trans- 
forme en 


— Ya? — v)(M PPr® + N? Qt + — ve) r?)] 
Ss — //rdudr MNPO s 


et comme u est compris entre b et c, et v<Zb, on pourra definir lintegrale 
comme portion donuee de la surface, de la maniere suivante: 


’h c 2.08 2 P2 „2 2 N?2 »? 2 2\,»2 
Ss = [JS rauas Yl(u® —v?)(M?P?r?4+N?Q + (w?—v?)r?)] 











MNPO 


Un des cas les plus simples est celui d’une sphere dont le rayon 
est r. Alors les derivees r‘, r, deviennent nulles, et pour avoir la sur- 
face totale, il faut multiplier le second membre par 8; la surface spherique 
sera done exprimee par lintegrale definie 


b fe (u? —v?)dudv 
B u ff Fr en . 
I Is Vw—b?) Y(b?— vr) Ye? — ur) Yyer—v®) 
Mais d’un autre cöte la surface spherique est 4rr’, si lon exprime par 
une demi-circonference de cercle: nous aurons donc lintegrale 


IS (u?—v?)dudv P 
II Very Ve Zu) Ve—e) 


Telle est la valeur {rouvee par Mr. Lame dans les volumes 2. et 3. du 
journal de mathematiques de Mr. Liouvzille *) verifice ensuite au moyen 
des fonctions elliptiques par Mr. Poisson **), demontree geometriquement par 
Mr. Chasles et plus simplemeut par Mr. Terquem *%*). L’integrale trouvee, 











IT 


um 





*) Liouville journal vol. 2. pag. 167, vol. 3. pag. 555. 
»#) Liouville journal vol. 2. pag. 185. 
**#) Liouville journal vol. 3. pag. 13 et 99. 
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lorsque, 7, u, v etant trois nouvelles variables, on a pour Equation de la 
surface 

? = lu) 
Sir‘, r, sont les derivees parlielles de # par rapport a u, et v, et x’, y’, 2‘, 
2, Yı, 2, les derivees partielles de x, y, z par rapport aux variables «, 
et v, lintegrale transformee sera 


S — /fdzdyy(X+Y°+29), 
en faisant pour abreger 
Keys, Keustnee eee 
Si l’on reprend les valeurs de x, y, x deduites des @quations donnees dans 


le paragraphe precedent, on aura 


ru, __r/@—br) yon) „re —ur).vler—) 


2 ER Are by(e® — b?) be: er(e! —d°) 
En differentiant ©, y, & par rapport aux variables u, v et en faisant pour 
abreger 

M } (wu — b’) , N — y(b° B v*) , P— y(e — u?) “ 0 mn y(c Be v?) , 


on aura 


= — 











ee ae 
= Be ’ I, = : 





4 1 N | / „ab: 1 M 
= az emretMNr), ya (MNn- gr), 


ni rn 5 ( POr' — 4 ru) TE 7 „EZB (Por, — Fr rv) i 


En formant les produits deux a deux pour obtenir les valeurs de X, Y, Z, 
on aura apres les reductions 


2: 





y / 2 2 2 
en ur M Hrn, N’ + rw — 9), 


erle- 





r r h) 
I = Temp ur Porn rn), 


r r 2 2 2 
Z — ScMNPO (ruv (u — vr?) -— ur, N’ Q’— vr’ M’P°). 


Avant d’elever au carre ces trois expressions, et de les ajouter, il faut les 
reduire au m&eme denominateur, et si l’on fait pour abreger 


Br er 
K— bey(e?—b?).MNPO’ 











on aura 
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X = Kl[lru(W—v”)—vr' MWP’—ur, N 0°]y(® — DB), 
:Y = Klur' P°— vr, 0’ —r(W—»?)]eMN, 
Z = Klur' M’— vr, N’ r(W—r?)]bPQ. 
En elevant au carre et prenant les sommes, il est facile de voir que les sommes 
des doubles produits se detruisent. En r&unissant les coefficients de r’°, ee, 
on trouvera le facteur commun b’c’(c? — 5°), et toute reduction faite on ob- 


tiendra 
R — r !w—w)(MPer®4+M Orr} + —or)r2) 
r MNPO 





ou l’on a fait pour abreger 
u: 2 | 3 2 
R = yAX’-+-P7-+12). 
Cela pose, la formule pour la quadrature des surfaces courbes se (rans- 


forme en 


= VI@@® — v9?) (M? Pr"? + N? Q2 24 (2 — v2) r?)] 
Ss — //raudr Mare | 


et comme u est compris entre b et c, et v<Zb, on pourra definir lVintegrale 
comme portion donuee de la surface, de la maniere suivante: 


._ »b Pe Vl(u? — v?)(M? P: r?+ N? 0: r?+(u?—v?)r?)] 
Ss -/] rdudv Be. j 
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Un des cas les plus simples est celui d’une sphere dont le rayon 
est r. Alors les derivees r‘, r, deviennent nulles, et pour avoir la sur- 
face totale, il faut multiplier le second membre par 8; la surface spherique 
sera done exprimee par lintegrale definie 


% „ef: (u? —v?)dudv 
Ss  — fl Y(u?— b?) y(b?— v2) Y(e? — u?) y?—v?) . 


Mais d’un autre cöte la surface spherique est 4rr’, si l’on exprime par 








une demi-circonference de cercle: nous aurons done lintegrale 


Fark (u?—v?)dudv 2 
I I Vu? — br)yib? —vr)y(et—ur)y(e—v:) °° 


Telle esi la valeur trouvee par Mr. Lame dans les volumes 2. et 3. du 
journal de mathematiques de Mr. Liouvzille *) verifice ensuite au moyen 
des fonctions elliptiques par Mr. Poisson **), demontree geometriquement par 
Mr. Chasles et plus simplemeut par Mr. Terquem ***). L’integrale trouvee, 








*) Liouville journal vol. 2. pag. 167, vol. 3. pag. 555. 
»#) Liouville journal vol. 2. pag. 185. 
*##) Löouville journal vol. 3. pag. 13 et 99. 
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rapporiee a des considerations geometriques, representera la huitieme partie 
d’une surface spherique qui a pour rayon 1. Je ne m’occuperai pas actuel- 
lement des autres applications qu’on pourrait faire dans I’hypothese de r 
variable: car les resultats qu’on obtient, surtout pour lellipsoide, sont tres 
compliques; je donnerai plutöt une autre demonstration de lintegrale definie 
que nous avons {rouvee. 


5°. Cette aufre demonstration consiste dans une transformation de 
la formule generale pour la cubature des solides. Eu appelant toujours 
x, y, 3 les coordonnees rectangulaires d’un point d’une surface courbe, ou 
a pour un volume indefini: 


V — /[ fax ay az. 


On sait que si r, u, v sont trois autres coordonnees du m&me point, qui 
avec les premieres coordonnees ont une relation donnee par les formules 
dz — adr+Pdu-+ydv, dy = «dr-+P'du-y'dv, 
dz = a dr+P"du-+y'dv, 


lintegrale triple devient 


f- N, (VB) Ya —re)+ re B— ap'))drdudr. 
En reprenant les valeurs de z, y, z No.4. et en les differenciant compleie- 
ment par rapport aux variables r, u, v, on a 


PIRBER uvdr+rvdu-+rudv 
PA be 





. 


dy — (MNdr + I rudu— Nrvdr) 


M N by(e:— br)’ 


a P 1 
u = (POdr = prudu _— dv) Ten’ 


a2 





et pour les valeurs de «, , /, .... on obtient 











Bu, un 
a;  *$ A 
a MN Yy N ru / M vv 
‚ - Er —— -. > nase: ——, a Ar = —_—. 
by(e:—D:) ’ Ä M *by(e—2) / N "byle—b:)’ 
wi De er U ERLIRE ABEL „AR 
ey(e?—b?)’ P'cey(le®—b,)’ 0" cy(e—b2)' 


En formant les produits demandes, en les soustrayant, et reduisant au meme 


denominateur. on aura 
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PO  r?(u?—v?) 
dd / / RE = 
PP) = MN Rem’ 








Hr! ee MO r? u? 
di ee = 
NP r?v? 





A [7 1/ 5 w 
7 (@ P— aß) = MO * erler — Dr)" 


Soit V’ la somme de ces expressions apres la reduction au m@me deno- 


minateur, il viendra 
r? 








v_ (@ — v2) P2 O2 + M? Qu? N: Pr» “ 
eb) MNPO 

Enfin si on execute les multiplications indiquees dans le uumerateur, on 

trouve le facteur commun c?’(c’— 5°); donc plus simplement 





7 (u? — v?) 
Ar We MNPO 


et le volume V sera exprime par lintegrale triple 


v-//, (u?—v?)r?drdudv 
Bi MNPO 3 


Une premiere integration exe&cutee entre les limites OÖ et r donne 


wi ı SJ- "(ur —v?)r®dudv 
MNPO 5 


Dans le cas d’une sphere le rayon r est constant. En prenant lintegrale entre 
les limites 5 et ce pour «, OÖ et 5 pour »v, et en multipliant par 8, on aura 


b e (u? — v?\r? dudv 
_ 32 u v?)r uav 
Kar / I MNPO 


Mais le volume de la sphere s’exprime par #rr’, done Tlegalite des 
deux valeurs donnera evidemment la derniere formule du No.4., et linte- 
grale definie demandee representera aussi $ du volume d’une sphere a 











rayou l. 


6. Les recherches precedentes peuvent encore s’etendre a quelque 
triple transcendante des fonctions elliptiques. En effet, si l’on reprend les 
valeurs de x, y, z determinees par les formules du No.2. nous avons 
kuv VAR —br)Y(u ?—h?) y(b?—v?) u v(A?—e?)y( c?r—u? )V(e?— v?) 
be ’ 77 by(e®—b*) eyic? — 0?) 
En les diflerentiant completement, et faisant pour abreger 

YR-6)= 6, Y@—O)=H, ywW—b) = 1, 
Ve-e)=K, W—-nN)=L yed-r)=M, 








re 
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on aura 
de uvdı+hvdut+hudv 
be 
Br IL}d) , GLudu GIvdv 1 
a ee a I 
dz kann _ HMudu HK ui, 1 
Bi. H DE ° M 7} eyle—b?)' 


Ces formules, comparees avec les formules generales 


dz —= adi-+Pdu-+ydv, dy = «di-P’du-+y'dr, 
dz — a’ di-P"du-+y'dv, 








donneront 

uv u. Av a” 

a =: Zu re 

F Ei "Em GLu se 2 GIv 

"wen PTWe-b)’ 17T IWeh’ 

u K -- AYT, HMu 7 HKv 

[94 — > I —— —— A en ae u nnnenetneniche 
Hey(e:—b?)’ Key(e:—b?)’ 7 Mey(e?:—b?)' 


En formant les ee indiques, et en soustrayant, on aura 
a 42 (u?—v?)KMG 
ETF REBIE .e?:(e—b?) HIL 

a2 (22—v?)KMI 

c:(e—D2)GÄL ’ 

un _ ®(M—u?)HÄL 

7 © rler _D2)GIM ' 





P'(ya—a'y) = 
” (a, I — C | 


Selon les denominations e£tablies ci-dessus, V’ sera la somme de ces 
(rois expressions. En reduisant au m&me denominateur et executant toutes 


les multiplieations indiquees, on aura, apres avoir reuni tous les facteurs 


de A’, uf, »*: 


V' zZ )* (u? — v?) + ut (v? — A?) + vi (12 — u?) 
bi GHIRLM 





et puisque 
Wr) + Re) = Wu) (Wr) (N), 


lintegrale triple du No. 3. se transforme en 


- [fd (W®-u?r)(u—v:)(A?—vV2) ,, 
’ = //] GHIKLM di.dudv. 





Si Fon integre par rapport a v entre les limites O et 5, par rapport a « 
entre les limites & et c, et par rapport a A entre les limites 4 et c, on 
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aura la huitieme partie du volume d’une ellipsoide dont l’equation est 
x? y? 22 
„ropTtıza >=1 
Mais le volume de lellipsoide s’exprime par 
1 ı1//22 2 72 \o 
ray —B)yR— ee): 
on a done 


sp PR — ur) (w—v2)(A2 v2) 7, 2 np 
IF OT MEIKLM didudv — Iniy@—B).y(@— ee). 


Cetie expression a Eei& trouvde aussi par Mr. Lame *), et Mr. Poisson la 
verifiee ensuite au moyen de la differentiation ***). 

7°. Cherchons enfin la valeur d’une autre integrale definie double qui 
se rapporte & la quadrature de leellipsoide aux trois axes inegales 

24, 2y@®—), 2yR®— ee). 

En conservant toutes les denominations Etablies dans le numero precedent, 
on determinera les derivees partielles de &, y, z par rapport a u et v, Ä 
etant considerE comme constant. On aura 











WERE... BER. 
u ana I 
u _  YVa@—b) L z ._ _ /a—b2) I 
r_ = Wed) IT TO wen) T” 
ee — v(A?— ce?) E94 u. v(A?— ce?) N e 








eyle—b?)" N’ — eVle—) ' M 
En formant les produits z’y,, 2,y’, -... etc. pour obtenir les valeurs de 
X, Y, Z, et en faisant pour abreger 
K— AB) YM—er) 
B b? ec? (c*—b?) a 
apres avoir reduit les fractions au m&me denominateur IKLM, ou a 
z — Erezh) Ben 
y(A2—e?) IKLM 2 
y_—_ "bVe®—b) ILK, (u—r) 
y(A?—b?) IKLM ’ 
be(ce?—b?) urv2K,(u?— v®) 
} j IKLM 
En elevant au carre, faisaut laddition, et extrayant la racine, apres avoir 
suppose 














k — 


R = y(X+ +2), 





*) Liouville journal vol. 2. pag. 167. 
*#) Liouwville journal vol. 2. pag. 185. 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI, Heft 4. 38 
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et apres avoir fait entrer le denominateur de K', sous le signe radical, on a 


R (w? — v?)\Ay(A?—b?). v(4?—e?) er Ä y: 3? ) 
—TTIKEM FAde 7 au—dsj2 T (Ar —es8 











en observant que 


N 


u? y? x? Tl? L? | y? K: M: 4 2 
b?e: 12 ? b?(e—b?) 4A:—b2 ? ele—b?) Ar—c! 








Mais les valeurs de z, y, z du numero precedent donnent 
2 y? x? u (22 — u?) (?—V?) 


KL 


1 I ar —dey | (A2—c?)?  ArA2 _dr)(Ar— cr) 
et la valeur de & se reduit B a 








u? — 2 um ra8 
R— REM Y((a’— u) (A — v7), 


ou Von eonclura que la surface de l'ellipsoide a trois axes inegales depend 


de lintegrale 
Eu 0 2 2... u 
Ss — //- (wt—ı de rc ) (A? — v2) dus, 





la surface totale sera 
ob fe 2 2 2 2 2 2 
| u? — v Ar — 12 —v 
5 — s/ Ehe dd — di dudv. 
/ IKLM 
Mais on sait dailleurs que la surface d’une ellipsoide a trois axes inegales 
2h, 24‘, 24‘, dont 2% est le plus petit, est exprimee par la somme 


1 1 
x ’ 220; du ud 
S — 2nk’- ahnt — — Inch’ e af! } 








. u 
0 0 
ou 
2... h®—h? 2... Mr—h? 
ee — h'? ’ €, E h''? 9 
'— MM—-(?+-E)W tere ur). 
Dans notre cas on a pour les valeurs de e>b: 
= yh, KV fd, M"—ir, 
par consequent 
lg — 2420? — —b? 4? DER er (et — b*) 
ee = 7; en _b2) a - Fee Ar (dr — -b?) 


On trouvera done Tintegrale definie 


En 2 RER 2 A? a 
SS ii A En Be 7) dudrv 


' En | ıdu e:(e—b?) ('u?du 
1 ( 2 2 122 2 ( ( 
A /. re C = ji (A — / Teer ) . 
+ | Y\ ) 1 Aya?—b?), Bu & 
0 ü 0 
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Il est clair que lintegrale definie du premier membre depend de la trans- 
formation des fonctions elliptiques de premiere et de seconde espece. 

Avant de terminer ce memoire nous fairons quelques observations 
sur les formules trouvees. 

Soit P la normale abaissee du centre de Vellipsoide sur le plan 
tangent a la surface dans le point (x, y, 2), on aura 

n— — 2 Pr — 
(it TR-B)? + A 
ou plus simplement, par la substitution des valeurs de z, y, z, comme on 
la deja remarque: 
p —_ HM). yiar—er) 
vor Zar). VAR 93) 
On conclura de cette expression, et des proprietes connues de l’ellipsoide que 
Ya— w).y(#—rv’) est le produit des demi-axes principales d’une section 
diametrale parallele au plan tangent. Cela pose, si l’on differentie deux fois 
la valeur de S qui represente lintegrale indefinie double, on aura 
d:S (u?—v?)dudv 
va— u). Yya—rr) IKLM 

Pour etendre ce dernier rapport & la surface totale, il faut multiplier par 
S les deux membres, integrer entre les limites etablies, et ensuite diviser 
par ı (77 etant le rapport de la eirconference d’un cercle a son diametre). 
On aura done 


Bf“ ı 100 u a ff" (u? —v?) du dv 
II arm —u)ya—r) 94. IKLM 


0 © 


Par consequent le premier membre represente la somme des elements de la 
surface de lellipsoide, divisee par les aires des sections diametrales paralle- 
les au plans tangents de ces elements. Mr. Chasles *) dit avoir prouve 





Lumi 


dans un ouvrage quiil a recemment publie **), que cette somme est 4. 
On aura done toujours le resultat connu 


IS IA v?)dudv dv pe 
IKLM u 


Mr. Chasles, en faisant usage du theoreme mentionne. parvient a demontrer 
geomeiriquement lintegrale definie. 


”) Liouville journal, vol. 3. pag. 113. 
”*) Chasles Apercu historique sur lorigine et les developpements des methodes 
en geometrie pag. 819. 








„ Ie 
26 
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20. 


Memoire sur quelques applications de la methode 
ıinverse des tangentes. 


(Par Mr. Barnabe Tortolini, Professeur de Mathematiques transcendantes 
a P’Universite de Rome. ) 


(Extrait du tome 79. du journal arcadique de Roıne.) 





‚ 

1°. Kitant donne l’equation d’une courbe entre les coordonnees rec- 
(angulaires z, y, on pourra toujours trouver, ou exactement, ou par approxi- 
mation, la longueur d’un arc correspondant aux memes coordonnees X, y. 
Dans le premier cas on dit que la courbe est rectifiable; dans le second 
cas la rectificalion ne pourra s’executer que par le moyen d’une serie, comme 
il arrive pour lellipse, et pour l'hyperbole, dont la rectification a donne 
sujet aux geometres a plusieurs recherches importantes. On pourrait proposer 
les probleme reciproque, c’est a dire: supposant que l’arc d’une courbe plane 
soit une fonction determinee de labscisse: trouver l’equation de la courbe 
entre les coordonnees rectangulaires z et y. Avant de repondre a cette 
question, nous repeterons la remarque deja faite, que larc s pourra eire 
donne en fonetion de labscisse, ou en termes finies, ou par approximation, 
et que dans la premiere hypothese seulement il y aura lieu d’un genre de 
courbes rectifiables.. Dans ce memoire on trouvera la solution de cette 
double question, avec des applications choisies; on y trouvera en outre 
la recherche de l'equation des courbes qui sont les developpees des pre- 
cedentes, pourvu quelles soient rectifiables. Les exemples qu’on a choisis, 
se rapportent particulierement aux cas dans lesquels larc s et labscisse x 
expriment une parabole d’un ordre donne m--n; dest pourquoi je donne 
les formules qu’on trouve dans le Bulletin des sciences de Ferussac pour 
lannde 1825, ou est dit qu’on les a extrait dun ouvrage de M. ©. F. 
Wernebury de Jena qui a pour titre Curvarum aliquot nuper reperta- 
rum synopsis. Comme je mai aucune connaissance, ni de louvrage in- 
dique, ni de la continuation des extraits quoon en promet dans le bulletin 
cite, je ne manquerai pas dans la suite d’examiner les cas dans lesquels 
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l’arc s et l’abscisse x expriment une ellipse, un cercle, une hyperbole, une 
hyperbole equilatere, ou enfin une cycloide ou une logarithmique. (Quoique 
ces recherches n’aient rien de remarquable du cöte de lanalyse, elles ne 
seront pas cependant tout a fait denuces d’utilite si on les regarde comme 
un exercice pour les jeunes etudiants dans les nouvelles applications du 
caleul integral a la theorie des courbes. 

Soient done £, y les coordonnees rectangulaires d’un point quel- 
conque d’une courbe plane, et l’arc s soit exprim& par l’equation generale 
s — gu). 

Pour tirer de cette formule l’equation entre les coordonnees z, y, 
il suffit d’observer qu'outre la formule ordinaire 

ds? — dr’-—-dy', 
on a encore 
ds — y’(u)dz; 
done lelimination donne 
dy — de y(p"(w)-—1), 
et en integrant, 
y — faryg? WU) +C. 

L’integration sera plus ou moins facile selon la forme de y(w). U 
nous sera done utile d’introduire l’angle forme par la droite, qui touche la 
courbe en un des ses points, avec l’axe des y: cet angle que nous appelle- 
rons «, sera donne par la formule 

dy —= cot«edz 
qui resulte encore des autres 
dz — ds sine, dy — ds cose. 
Mais d’ailleurs nous avons par la condition etablie: 


ds 
7 


on aura done 


1 
‘ —— ame N 
p (u) —= nz cosece, 


et reciproquement x sera fonction de «, dest a dire 
— w(cosec«), 
d’ou Fon tire, en differenciant, 


C0S « 
dz — — w'(cosec«e) -—— da 
sın“ & 


Cette valeur etant substituee dans celle de dy, nous aurons, en integrant, 
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i ‚ cos?’«@ 
y— — fi‘ (cosec «) 0°. da--C, 
. "sın’@ 
et en transformant le sinus et le cosinus en cosecante, 


y--—- f v' (cosec.«) cosec« (cosec’ « — 1)da--Ü. 
Lintegrale de la forımule precedente, avec la valeur de z, conduit par la 
voie de lelimination a lV’equation entre les coordonnees reclangulaires x et y. 
Warc s sera donne en fonction de langle « par les expressions 

s — y(uU) = gYlw(cosecea)) = P(cosece). 
Apres cela il ne sera pas difficile de determiner le rayon o du cercle oscu- 
lateur en partant de lequation connue 


ds 
un — + — 
S aß 
ou 3 est le complement de «. On aura donc 
ds 
dB = —da, ı— F-. 
| S de 
Or Fon tire des &quations precedentes: 
dx sin’a de 
ds = ——, du = — ———, 
sın @ cosaıv’(cosece) 


et en substituant: 
cosec? ay(cosec?« — 1) 
w' (cosece) 





e=4+ 


L’expression du rayon du cercele osculateur que nous avons trouve se re- 
duira a une fonction de x seul en Eliminant Vangle « par le moyen des 
relations qui existent entre z et «. Avec la meme facilite nous y par- 
viendrons en faisant usage diune autre expression du rayon du cerele 
osculateur ou dx est constant. Üette expression est la suivante: 


ds> 
> zu — 
S — dr d?y 
Or les equations deja etablies donnent 
' \13 9 po (u)p'(u)da? 
ds’ (y‘ (u))y 6er, d’y — / (wg e= r 


EP)? —1 
de maniere queen substitant on obtient 


(F (w))? y(g‘ (u))' ‘ 


@ (u) 


2‘. Les formules precedentes peuvent etre appliquees aisement si s 


est determine par les equations 


”—=p8, s = y(pz), 


Br 





23 
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d’ou, en differenciant et divisant par ds, on tire 
dx __ 2y(p&) 





ee = — sind, 
et de la 
x — 1(psin’e), dz — 1(p sine cos«e de). 
En substituant cette expression de x dans celle de l’are s, cetie derniere devient 
s — 4psine. 


La valeur de dx substitu& dans celle de dy, donne aussi 
dy = 4pcos’a de, 
et en integrant: 


Kane Ip [ cos’ adae-C. 


Avant de proceder a cette integration tres-facile, j’observe que 
l’equation differentielle de la courbe se trouve en faisant 





/{ u . x a_ 
oa — y(1—sina) une v(cp | in u 
sın & 2y(p x) 
et Von aura 
{p—4x 
Er FE). 


Lintegration de la premiere formule, exprimee par «, est la plus facile, ei 
on aura evidemment 
y= }p(a--sinacose)-+ÜC, 
et comme pour €—=0 on a y=0, on aua Ü—0, et € ety en fonetion 
de « seront 
y = allo-+sin2e),, 2 = all—cos?e), 
ou pour abreger on a fait p—= 8a. Les &quations (rouvees representent 
evidemment une ceycloide dont le diametre est 2a — 1p, et l’elimination de 
l’angle « nous donne Tequation connue 
v(?ax 9) 


y= ylar— r’)--a.arc (sin u 


Done si, en partant de lextremite superieure de la cycloide, on deerit une 
parabole dont le parametre est le quadruple du diametre du cerele generateur, 
les arcs correspondants de la ceycloide seront egaux aux ordonnees respectives 
de la parabole. Cette propriete ou cette relation des deux courbes ne s’etend 
pas au dela du foyer de la parabole, car les ordonnees de la eycloide de- 
viennent imaginaires pour des valeurs de 2 > 2a ou pour z > Ip. Üette 
consequence peut aussi se deduire en observant que lare s d’une eycloide 
qui commence a l’extremite du diametre 24 est exprime par 
s = 2/lar) ou s — Bar: 
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i cos? « 
v— — fyr (cosec «) —— — da -- C, 
. FF:  sind« 


et en transformant le sinus et le cosinus en cosecante, 

en — fi‘ (cosee a) coseca (cosec’« — 1)dae+Ü. 
Liintegrale de la forınule precedente, avec la valeur de x, conduit par la 
voie de lelimination a Fequation entre les coordonnees reclangulaires x et y. 
Iarc s sera donne en fonction de langle « par les expressions 

s — y(uU) = gYlw(cosecea)) = P(cosece). 

Apres cela il ne sera pas difficile de determiner le rayon go du cercle oscu- 
lateur en partant de lequation connue 


ds 
u —= +— 
S rap’ 
ou 5 est le complement de «. On aura donc 
ds 
dB = —dae, — +-. 
d + da 
Or Fon tire des Equations precedentes: 
dx sin’a@ de 
ds — du = — ——— 


sin« ’ cos av’ (cosece«) ' 


et en substituant: 
cosec? a y(cosec?« —1) 


er w(cosecea) 





L’expression du rayon du cerele osculateur que nous avons trouve se re- 
duira a une fonction de x seul en eliminant Yangle « par le moyen des 
relations qui existent entre z et «. Avec la meme facilite nous Yy par- 
viendrons en faisant usage d’une autre expression du rayon du cerele 
oseulateur ol dx est constant. Üette expression est la suivante: 


ds® 
u — — 
s may 
Or les equations deja etablies donnent 
\13 2 po (u)p'(u)da: 
ds’ (y’' (u) dx’, dv — piu)p"(u)d, 





Ey —1 ’ 
de maniere quen substitant on obtient 


(u)? 


er NEW. 


2. Lies formules precedentes peuvent £tre appliquees aisement si s 


est determine par les equations 


"En ’ BEN {/mın\ 
” =pPpT, s = y(pe), 
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d’ou, en differenciant et divisant par ds, on tire 
dx 2y(px) h 


— — — SINN 
ds p ’ 


et de la 
2 — 4(p sin?e), dz — 1(psine coso de). 
En substituant cette expression de z dans celle de l’arc s, cetie derniere devien!t 
s — 4psino. 
La valeur de dx substitu& dans celle de dy, donne aussi 
dy = 4pcos’a de, 
et en integrant: 


y-= ıp / cos’ ada-+C. 


Avant de proceder ä cette integration tres-facile, jobserve que 
l’equation differentielle de la courbe se trouve en faisant 





cot« nn yv(1—sin @) EN v(p®—4ps) 
sin & Iyipe) ‚ 


et Von aura 


dy = 142). 
L'integration de la premiere formule, exprimee par «, est la plus facile, et 
on aura evidemment 
y = +p(a@--sinacose)-Ü, 
et comme pour €==0 on ay=0, on aua Ü—0, et 2 ety en fonction 
de « seront 
y = alla-+sin2e),, 2 = all—cos?e), 
ou pour abreger on a fait p—= 8a. Les &quations trouvees representent 
evidemment une ceycloide dont le diametre est 2« — Ip, et l’elimination de 
l’angle « nous donne Tequation connue 





y= YQlar— r’)-a.arc (sin —— up =) ’ 
Done si, en partant de lextremite superieure de la cycloide, on deerit une 
parabole dont le parametre est le quadruple du diametre du cerele generateur, 
les arcs correspondants de la ceycloide seront egaux aux ordonnees respectives 
de la parabole. Cette propriete ou cette relation des deux courbes ne s’etend 


pas au dela du foyer de la parabole, car les ordonnees de la eycloide de- 


viennent imaginaires pour des valeurs de 2 > 2a ou pour z > Ip. Üette 
consequence peut aussi se deduire en observant que lare s d’une eycloide 
qui commence a l’extremite du diametre 2# est exprime par 

s = ?fQRaz) ou 8 —= Bar: 














292 20. B. Tortolin:, applications de la methode inverse des tangentes. 


equation dune parabole dont le parametre est y—=Sa, en prenant depuis 
lextremite des abscisses aulant de droites egales a 2y(?laz). 


3°. Liapplication faite a une parabole de second ordre peut s’etendre 
a une parabole de l'ordre m--n, et dont l’equation est 








‚nn ___ n m 
s u 
dou par la differenciation on a 
(m--n)s"t"""ds — mp" 2”"!de. 
Kı divisant par ds, et en y introduisant sine, il viendra aisement: 
(m + n) sm+tr-1 (m-+n)x 
sın a — Tr u 
mp" x ms 


Eu eliminant maintenant larce s au moyen de la premiere @equation du pre- 
sent No. on trouvera les sinus et cosinus en fonction de l’abscisse , c'est 
a dire 


n 


Du m p 


2» ık 
cosa — ı- et] | 


d’ou, en faisant pour abreger 


=|3 


a ( m ) 
_. m+n/ ° 
on tire les valeurs suivantes de x et s exprimees par «: 
ot Ai “ 


z —= —"— g(sine) ” s= (sina)” 
een ’ \ eu " 
Les valeurs des lignes trigonometriques sinus et cosinus deviendront fonc- 


. 5) 4 . ’ , ’ 
tions de larce s en changeant l’abscisse x dans larc s et l’exposant = - 
rn 


’ ‚ . ro 
en ee. Des equations precedentes, en prenant la valeur de la cotungente 


en fonction de labseisse z, on tire l’equation differentielle de la courbe: 


: zn k +; 
T 


m -- n (£ er 


m p 





dy ee 


ilnesi pas diffieile de trouver l’equation differentielle entre « et y, laquelle sera 
plus commode pour les applications; Ja valeur precedente de x, differeneciee 
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nous donne 


ın 


dz —, (sina)”" coso de. 
ei par consequent 
N = —t (Sin @) äpe cos ao. de, 
ou plus simplement 
dy q .cose d.(sin«) 7 j 


Les formules de ce No. sont celles que l’on trouve dans le Bulletin 
cite de Mr. Ferussac. Lintegrale de la formule precedente, avec la valeur 
de z, represente l’equation de la courbe demandee, et V’elimination de langle « 
fournira Tequation aux coordonnees rectangulaires. Eufin, pour obtenir Ia 
longueur du rayon du cercle osculateur, il suffira de differeneier la valenı 
precedente de larc s, et de diviser le tout par de: il viendra 


mg ,» ea arg 
= + ! (sine) ” COS. 
N \ P4 


4°. Toutes les valeurs etablies se simplifient en posant n 1. ei 
en considerant ainsi une parabole de lordre a —-1 dont lequation est 


gt! — P=2”. 
Comme on a non seulement 


= “ { m ) 
PTR 1m / ’ 
mals encore 


m—1 


s — gsin”e, ds — mg sin” a cosa de, 


m _*» m+1 e mn z 
x —= —7— gsin”t'o, dz —= mg sin” « cose de, 
1+-m 
on aura pour langle « les deux equations 
1 


. 1+-m/x 14m ’ 1+-m\? /{xe\tm 
sına — err - cose —= | 1 — (—— - i 
m m p 


p 
ou bien 





1 


] {s\” 1+-m\?/s\"” 
sine — ah hund Se 1 Cosa — f ws (—*) (=) \ 
m p m p 


desquelles on tire l’equation differentielle 


| 2/% u 
yo)” 








dy = — F dz, 
I-+-m ( x Mi 
p 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 4. 39 
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ou bien celle- ci: 
dy ycosad.sin” a — mg sin”'acos’a de; 
et enfin le rayon de courbure 
0 + mg sin”"'a cose. 

Kintegrale trigonometrique qui exprime la valeur de lordonnee y, sera 
composce d’une suite de termes differents, selon que l’exposant m est pair 
ou impair, en observant que par les artifices connus de lintegration par 
parties on pourra le decomposer dans les deux termes 


yıy (sin” « COS - /sin"tta de) + 


Kaisant au. 1 rv, m sera pair pour des valeurs impaires de v, et impair 
pour des valeurs paires de v, et on trouve pour des valeurs impaires de v: 
e, . cosa@| . ‚_  v—1)\(vw—3) . i 
/sin ade _ [sin a sn a + — uw hei. sim’ ou -| 

v v—2 ' (#—2) (v—4) | 


24 9) —1) | C 


1.2.3. Hl 
et pour le cas de v pair, 


cosaIlI . ,_ DE a  9.4..(v--3)(v—1) . 
/sin do [sin I - 5 mM Teer 5a ana a sin «| 
y—i 2.4...(v—4)(v—2) 


Be 
an 
(ormules qui dans les deux cas nous fournissent le moyen de calculer les 
ordonnees des courbes. Passons a des applications particulieres. 
5°. Soit m=—?, nous aurons larce s donne par une parabole de 
(roisieme ordre, c'est a dire par l'equation 
ee. 


Or nous avons par les formules generales: 


== +», z == %gsin’e, s — ysSin’e, 
ei en oulre 
dy = 2gsina cos’ade, 
douc, en integrant, 
y -3g9 cos®a--C. 
Mais ä 0 0 correspond y 0, et par consequent la constante Ü est 


24; Nintegrale complete sera done 
y — 24 (1— cos°a), 
Enfin le rayon de courbure devient 


0 — 2gsına cos« — gsın?ıa. 
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Pour trouver aisement lequation aux coordonnees reciangulaires 
X, Y, faisons 
4-y=Y. 
Kflfacant lacceni, nous aurons les deux equations simultanees: 
x —= 3gsiro, vz= 23gc0seo, 
et si lon pose 


il viendra 
EN? : "\? 
( ) — sine. (2) — (0S0. 


et enfin, en elevant au carre, et sommant. nous aurons 


Pr v\3 
+ = 
Telle est lequation de la courbe dont les ares sont egaux aux 
ordonnees correspondantes d'une parabole eubique. Elle est evidemmen! 
semblable a la developpee de Fellipse, quoique la forme de la eourbe soil 
tout a fait differente; car pour la developpee de Tellipse on a 


Den 


et il ne peut eire A=B sans e A—=0=DB. En outre, comme on 
evidemment 


hr 
Sın( CO: ( as A: y 


expression tres simple du rayon du cerele osceulateur de cette courbe est 


o=2q (". 


6°. Supposant le nombre ar» — 3, on a entre lare s et labscisse «a 
l’equation d'une parzbole de quatrieme ordre, c'est a dire lFequation 


5” u, 
et les equations ordinaires du No. 4. nous donnent 
q=(Hp, s — gsin’e, z — igsin‘o, 


avec lesquelles doit co@xister lequation suivante: 
dy = 39 sin’a cos’ eo de 





qui, etant integree, donne 

y= — }g.4sinde—4o) +; 
et comme aA «0 correspond y—=0, on aura Ü—=0, et la valeur de 
lordonnee y se presentera sous la forme suivante: 


gg 
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y=14('p(4oa—sin4eo), 
a Jaquelle il faut toujours reunir la valeur de x trouvee apres la substi- 


(ution de 4, ce qui donne 


x — ($)*psinte, 
Il, elimination de langle « s’execute en deduisant les deux formules 
4 
. L r IE 
sid = | 1 6. u ME (sin oo VA 


de la precedente; ou l’on a fait pour abreger 

A —= (Hp. 
On formera ensuite les quantites 4a et sin4« pour les substituer dans la 
valeur de y. Nous pourrons cependant nous dispenser de chercher ces 
valeurs, et demontrer plutöt que la courbe dont il sagit a quelque ana- 
logie avec la cycloide. Si dans cette vue on transforme la quatrieme puis- 
sance du sinus en cosinus des arcs doubles et quadruples, on obtiendr« 


X ,A(3 — 4cos?«-—-1-+-coste), 
ei eu supposant 
2 —14(3—4cos2a) = €, 
nous aurons les deux equations 
4 a(1l— cos4«‘), y — a(4e + sinde‘), 
apres avoir fait 
+0 I50-- 40‘, i y—180’a, a —= 44. 


(es equations pourraient representer lequation d’une eycloide, si .r’ netait 


pas one fonction simultanee de x et de langle «. 


7. Soit en outre, pour les applications plus nombreuses, le nombre 
nn 4, on aura une parabole de cinquieme ordre 
Ss” px, 
et les equations du No.4., dont nous avons deja plusieurs fois fait usage, 


nous donneront 


7 3)" pP; 
et en meme temps 
s (4)'p sin’, 2 #)’psin’a, dy — +g sin’a cos’ade, 
et en ıintegrant 
y 5 g cosa (3sintae — sına — ?)-+C 
CUomme pour «== 0 on a aussi Y=0, la Constante sera 


Y 2 /4\5 
= 44 = 4, 


[2 } 


et Ja valeur de y est 
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y —= 4A ((3sin!« — sin’« — 2) cos --2), 


ou 


A= ($)». 


On devrait encore eliminer ici langle « au moyen de l’equation 


sine — /: 
= 157; 
et former ensuite les fonctions (rigonometriques correspondantes; mais au 


lieu d’executer ce calceul, nous nous bornerons A faire voir comment cette 
courbe admet quelque analogie avec la courbe dont l’equation est 


Fa 


En effet si dans la valeur de y on transforme sin’«, sin’«, sin’« en cose, 


vun 
' 


cos’«, cos’«a, il vient l’expression 


y = 44A(2+4(12c0®’a — 5c0s3a — 8c0s«)), 
a laquelle il faut reunir l'autre 
x — Asin’o, 


Faisant ensuite 
y—44(2—1(5c0083«@--8cose)) —= y‘, 
on aura les deux equations tres simples 
Km Ad, y' = Acos’o, 


par lesquelles on obtient immediatement l’equation 
2 


E 5 
+) = 


qui representerait une courbe comprise dans l’equation plus generale 


Dr 


si y’ wetait pas une fonction simultanee de y et de «. On pourrait de 
cette maniere pousser plus loin les applications pour les paraboles des 
ordres superieures, mais il sera toutefois plus utile de les supprimer, et de 
diriger plutöt nos recherches aux lignes de second ordre, dont nous avons 
deja traite l’exemple de la parabole Apollonienne. Nous choisirons une ellipse, 
et nous nous proposerons de chercher une &quation telle de cette courbe 
que ses arcs soient egaux aux ordonnces de lellipse des arcs ?a, 2b. 


s°. Nil entre l’arc s et labscisse = subsiste l’equation 
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elle nous donne, diflerenciee, et divisee par ds, d’apres les denominations 
etablies: 


. a? S 4 via? —.r?) 
sine ne u  - 
bh? = b x 
dl oli 
pr a? 

— Yla? +b? sin? e«) ’ 
et ensuile 

Au b? sin« 

m = — 


ar Le ainre)' 
I,a valeur de z, differenciee, donne 
_ a? b?sna cosa d« 
(a? + b? sin? @)2 


et par consequent Fequation differentielle entre & et y devient 


de — 








_ a?:b? cos®a de 
dy = + — 





(a? + b? sin? @)? 
Integrant cette derniere Equation, et eliminant « au moyen de la valeur 
de x, on aurait l’equation de la courbe entre les coordonnees rectangulaires 
x, y: mais comme lintegration ne peut s’executer que par approximation, 
nous deduirons des formules etablies plusieurs consequences. Faisant pre- 
mierement @«— Ö, les formules precedentes se transforment en 


di — asına 
ı = + E> FG s — BEE a ae Ta * 
— y(1-+sin? e) v(1l-+sın?: «)’ 
et en meme temps on a 
dv — = acos?ade 
I Tr 7grsine)’ 
dont Fintegrale est egalement irreductible en termes finies, et pourrait de- 
pendre diune fonetion elliptiique de second espece. Pour avoir quelque 
resultat elegant, appelons v un angle qui verifie l’equation de lVellipse par 
le moyen des formuies 
zT = acosv, y == bsinv 
qui seront les equations polaires de la courbe. En les differenciant, nous aurons 
dz — —asınv de, dy —= becosv dv. 
Divisant la premiere par la seconde, on en tire Ja relation connue de 
langle «: 
a sın® 


sin & —  ——. M 
b cosv 


dou 


ot v(b? cos? v— ua? sin? v) 
cota = — — 








“ 


asm® 
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Cette valeur, substituee avec celle de dx dans l’equation entre y et «, donneri 
dy — bdvy(1— esin®v), 
ou Yon a fait pour abreger 
3 a? + b? 
a r Br 
b? 
Lintegrale de cette formule represente une fonetion elliplique de second 
espece, et devra subsister pour des valeurs telles de v que 
1 — € sin’v > 0, 
et par suite 
Be 
sına <_ —. 
C 


i/hypothese « = db nous donne 
sine — —tangv, dy —= advy(1—?2sin’v) = advy(cos?v). 


i i >08 2 . ' 
On doit avoir sin® < 75 ce qui correspond a v < 45". Enfin, comme 


Vangle « est donne en fonction de v, de meme lrangle v» pourra etre donne 
en fonction de «, et on aura evidemment les valeurs 

b sin« “ 
Va? +b? sin? @) ’ URRER SUR Y(a? +b? sin? «) 


qui, dans Ihypothese ab, se transforment en 


SIN® — 


a sin « ni 1 
Sı f EEE un ei hin Sen Os = > "er -. 
v(1+sin?«) ’ ” v(1+sın? «) 

9%. Lorsque larc s est donne par l’equation d'une byperbole dont 


Forigine est au centre, savoir par l’equation 
s= "Gonzn 2? — 5 


en differenciant cette equation, et en la divisant par dr, on aura toujours 


a var? —.u?) 
% x , 


dou Von tire les valeurs suivantes de z et de s: 


sind — 





we a? b? sın « 
— Vla’—b? sin? «)’ Yla? —b? sin? «)' 


Differenciaut la premiere de ces Equations, il viendra 








a? b? sin« cosa de 
de = —————-, 
(a? — b? sin? &)? 
Cette valeur, substituee dans l’expression de dy, dont on a deja fait usage 
plusieurs fois, donne 
a? b? cos? «da 





dy = 


(a? — b? sin? &)? 
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Ueite expression ne peut eire integree que par approximation. Nintegrale 
depend d'une fonction elliptique de seconde espece. Dans l’hypothese d’une 
hyperbole equilatere on «—=b, et par consequent 


a asınada 
m: dx me - 





cosv ” cos? « 


I,.a valeur de dy devient done 
ade 
div = - e 
s cos«@ 


Integrant, on a 





1+si 
y: ha log ( ech )- C, 


1 — sın « 
et sous une autre forme: 





. - 'AS0_L Y 
y = alogtang (45° +40) -—-C. 
Pour trouver la constante, on doit observer que pour —=0 ona y-—(, 
et © == 0, et pour y on obtiendra par une transformation facile, 
1--sın @\? 
Y — U log —— . 
‚ © cos & 


Pour eliminer langle «, il faut premierement passer des logarithmes aux 
nombres. On aura ainsi 





2 1-+sın @ 
ee — — — 
cos« 
et comme 
a A v(2?—.u?) 
cost — —, sına = ——, 
x r 


en ehassani les radicaux, on {rouvera 
Y 
(ae? — 2) = 2 —a, 
et de la evidemment 


Yy 


ze 4 a(e® Le *): 
equation de la chainetie, dont les arcs sont egaux aux coordonnees re- 
spectives dune hyperbole equilatere. L/introduction des coordonnees po- 
laires pourra encore dans ce cas simplifier nos Equations. En effet, en ap- 
pelant © un angle ou une coordonnee polaire, nous remarquerons qu’on 
verifie lequation de Ihyperbole au moyen des valeurs 


dl 
2° — —, s — btangv 
cosv 5 , 


d’ou. en differenciant, on tire 
bdı 


asınv de" 
dxz en A ds en 








cos? v cos? ’ 
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et en divisant on obtient 





-asin® v(b? — a? sin? v) 

BB ee T—, COSst — anamar vorsah 
) 

r . 4 coSs«& “ . 
Ces valeurs etant substituees dans la formule dy — — dx il vient 
sın & 
dv 

dy = ——— Y(b’— a’ sin’ v): 
i costo I\ * v): 


equation non integrable que par les series. v doit &tre un angle pour lequel 
M b ? ‘ AM. 
sind <—, el Ihypothese a—b nous donne de nouveau la formule deja trou- 


vee par le seul changement de » en «. Knfin il sera utile de faire voir 
comment on arrive plus facilement a ce dernier resultat en faisant usage im- 
mediatement des remarques No.2. En eflet, pour Ihyperbole on a 
ds PEN b 
rn u re ay(z?—ar)? 
la valeur de y du No. cite devient 
da v(b? — a? (2x? — a?)) 


ay(x?—.u?) 











dy= 


2) 


et si lon substitue 2: Fre on se {rouve ramene a lequation etablie. 

10°. Nous navons considere jusquici que des @quations des lignes 
algehriques; maintenant nous appliquerons cette theorie A plusieurs courbes 
transcendantes parmi lesquelles nous choisirons la eycloide et la logarith- 
mique. Si pour la premiere on suppose l'origine des coordonnees dans le 
point extreme du diametre du cercle generateur qui divise la courbe en 
deux parties egales et semblables, lequation differentielle entre larce s et 
labsceisse x deviendra 


ds — dw Y re), 


X 


2a etant le diametre du cercle generateur: la derivee partielle de l’arc sera done 


ds — (u) — (=>). 





dx x 
Uette valeur etant substituee dans celle de x du No.2,., on aura aisement 
G—%X 
d — 2 . dx (er =) . 
J ] der 
Supposant 


dy' — de | (@ eh | 


KL 


‚ r > , . . . r 5 . ” _ 
cette equation representera l’equation differentielle d'une eycloide dont le 
diametre est a. Done pour decrire la courbe, dont les arcs soient egaux 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 4. 40 
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aux ordonnees dune eycloide dont le diametre est 2«, il suffit de decrire 
une autre cycloide de diametre «a, c’est a dire la moitie du precedent, et de 
prendre en m&me temps les ordonnees de cette derniere multipliees par y?2. 
Nous serions parvenus aux memes conclusions en faisant usage des equa- 
tions finies de la cycloide; comme on le verra dans la suite. 

En appelant en eflet un angle compris entre les limites O et n, 
les equations de la cycloide seront, comme on sait, 

x — a(l—cosu), s —= 4(uU--sinu), 

et Felimination de langle « donnera l’equation 


v2ax— x? 





$ d. alc (sin ann en ) 1 ’ vQ2 Ad x u er). 


d 
En differenciant les valeurs de x et de s et en les divisant, on aura 


sin ach. tane Au ( ) 
S dÜ ZZ —  Ü - un ———l]l, 
1-+cosu 3 \ 2a—ıx 


Jasın? & 


1-+sin? a’ 


don 
2 


et en differenciant, 
dJasın@cosade, 
d2= — aa 
(1-+sın? «)* 
la valeur de dy deviendra done 
PEN +acos? ade 
A (1+sin?«)? ’ 
ou, en transformant les puissances du sinus et du cosinus en cosinus d’un 


art double, on aura pour LT. 


2a(1 — cos?«) 
Mh nr Yan re. 
3— cos?da 


et pour la valeur de dy: 
Sa(l+cos2e) da 
dy Zu c D\ 5 
' (3— 00820)? 


Integrant ceite derniere formule et eliminant langle «, on obtient l’equation 





entre x et y. Cependant on pourra executer Tintegration plus elegamment 
en introduisant langle # donne en fonction de « par les equations 


h | du 
sina — tane tu 0osa da = —_— ; 
52% cos? tu 
la valeur de dy se transformera par la en 
dy — 2a du cos}u y(cosu). 


Cette derniere formule sera rendue integrable en appelant v un autre angle 
tel que Von ait 


cos% — cos’4v, 
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dou 
u 1y 5) \ sın ı e' 
sınz3u = 3(y(1— cos’4 v)) = ——. 
2 y2 


Differenciant en m&me temps, on aura les valeurs 


cos} v dv 
cos4u du — ande 


v2 
qui, substituees, nous donnent 
dy — ay?.cos’4v dr. 
En integrant on aura 
ij — - y: “P 4 dad v -SIN®), 
la constante etant zero a cause de v—0 pour Y=0. Si maintenant on 


remarque que pour les valeurs deja Tr on a 
1 —cosu = 3(1— cosv), 
il sera aise de voir qu’a lexpression de y doit correspondre celle-ci: 
x —= La(l —cosv). 
Ces expressions representeront les @quations d’une eyeloide dont le 
diametre est «, pourvu que Fon suppose y — y‘ 
aura donc 





y2. En eliminant v on 


/{ a) Pen} 
0 Sn. .. __ Yar—t?)\ | a 
y' — Laare (sin = En (a2 — 2?) 
Enfin integration de y par rapport a « nous reconduit aux resultats dejä 


trouvees. On aurait en eflet 


Be taf \ reos2a)d.2« 


(3— c0s2 a)? 
En vertu des formules connues du calcul integral: 

















(1+cos2a)d.2a 4sin2a | Ve 
(3 — cos2a)? 8(95— cos2u) | 3— cos2a 
ei 
d.2a 1 j sin?«.y8 
3—- cos2a v8 . (sin — en) 
dou . 
g sin? « Ä sın?«. 
er 2a; I y8 5 are(sin — "3— cos? )- 


il devra subsister en m&me temps l'’expression de z en fonction de llangle «., 
et comme on deduit de cette derniere 


o EBEN, 2 2 . 3x 
sın?a —= e ee =, cos?a = - = - 
20 — 2a—x 


substituant dans y on en tire 








y = tLay?.are (sin = — +Y2.ylar — ı): 


4 


expression tout & fait identique avec celle deja trouvee. 
40 * 
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11‘. Supposant une logarithmique dont l’equation est 


s = alogr, 
on en Lıre 
. KL 
sma — —. 
4 
dou 
— asine, dx —= acosade, 


et en meme {temps 


dy cos? « 
u sın« 
En integrant on aura 
y = a(log tang4 a --cose)+C. 


Soit 5 lordonnee correspondante a « — 90", la constante est C—=b; donc 
lintegrale complete est 


y = a(log tangt4a--cose)-+b, 
qu’on peut metire aussi sous la forme 
sin & 
y—b—acos« — alog —, 
k 1+c0sa 


Substituant ici sin«, cos« en fonction de & et passant des logariihmes aux 
nombres. on obtient 


yb-YV (a 2x?) 
SUFRGEORNE: 0° = N. 5" I 
—— | ; ne 

a+y(a?— x?) 





Telle est lequation de la courbe dont les arcs sont egaux aux ordonnees 
correspondantes d’une logarithmique 


Si lon fait usage de l'equation 


x 
„—r, 
on a 
. da 
Sina — ——, 
er 
e” 
dou 
a a cosa de 
2 = alog ——, de = — — 
sın & sın & 
et Fequation diflerentielle entre y et « devient 
dy —= —acot’adae. 


W'integrale de celle-ci est evidemment 
yY= a(0- cot«) -, Ü. 
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Or pour determiner la constante, soit 5 Tordonnee correspondante a — 00 


BE‘ 

— 4, on aura EYE dr 

Faisant cette substitution et supposant en outre 
4 UT—0a = 5 


on obtiendra pour integrale complete 
y= altaagf — P)-+b. 
Or la valeur pr&ecedente de sin« nous donne 


2x 
Y(e« — a?) 
3 


ad 





lang = 


l’equation resultante entre x et y sera done donnde par lrexpression 


, 2x 
2x 


b— y-+yle — a) = a.arc (tang _ Me — =), 


/(e® — a?) — atang t Re = )), 


a 





ou bien par 





On pourrait d’une maniere semblable etendre ces propositions A d’autres exem- 
ples. Mais sans nous occuper d’autres developpements, nous croyons plus 
utile de proceder a la determination des @quations des courbes develop- 
pantes: c'est ce qui formera le sujet des Nos. suivants de ce memoire. 


Sur les equations des developpantes de plusieurs courbes planes considerdes dans 
les S numeros precedents de ce memoire, 


12°. BRepresentant par l'expression ordinaire et generale 
y=f(®) 
l'equation d’une courbe rapportee a des axes rectangulaires, et appelant A, 
Y les coordonnees du centre du cercle oseulateur, o le rayon et s l’arc 


de la courbe correspondante, on sait que l’on a les &quations 
Y—y Q X—ır 0 


A At Ta 
au moyen desquelles on parvient par l’elimination de x, y a une relation 
entre A, Y qui appartient & tous les centres des cereles osculateurs, et qui 
sera par consequent evidemment l’equation de la developpee. Si au contraire 
lequation entre X, Y etait connue, on pourrait eliminer ces coordonndes et 
{rouver ainsi une @quation entre x, y qui seroit celle de la developpante de 
la courbe representee par l’equation donnee et de la developpee de la courbe 
representee par l’equation precedente. Il est essentiel de remarquer que 
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touies les developpees sont des courbes rectificables, car leurs ares sont 
egaux aux rayons osculateurs de la developpante, ou n’en different que 
d’une quantite constante. Cela pose, si Von appelle &, y, s les coordon- 
nees et lare de la developpee, X, Y, R, S les coordonnees, le rayon 
oseulateur et larc de la developpante, les formules precedentes se chan- 
geront dans les suivantes: 

ed 24 22 R z—AÄ D; R 

"u er; ’ ; Be :. 5. 
auxquelles il faut ajouter 

dR — ds. 

kn outre les directions des rayons osculateurs &tant les droites qui 
touchent Ja developpee, il suit quien appelant « laugle que l’axe des v 
forme avec une droite qui touche la courbe developpee dans le point x, y, 
on devra avoir 


. 5 AU u a dX 
+ Buzz dY’ 
et posant l'origine des coordonnees & lextremite de larc s, on aura 
seulement u, ar 
— $, vu dm ange, 
et en meme temps 
dX de dY i 
—— = 0096, —-—- = —sina, 
ds ds — 
De ces valeurs on tire immediatement les expressions des coordonnees X, 
Y, savoir 
Y=— y—s.c0so, — 7—s,sile. 


Or si l’on connait les expressions de z, y, s en fonctions de langle «, on pourra 
par l’elimination de cet augle parvenir a l’equation de la courbe developpante. 


13°. Pour appliquer les formules precedentes a un cas tres- simple, 
supposons que 2, y satisfont l’equation d’un point 
2 us, Rh 
On pourra prendre 
s = Y(a’-+b'), 
et les dernieres equations du No. 12. donneront 
Y—b — —s.co0sa, A—a = —s.sine, 


d’ou Von a Evidemment 

X ”IL(Y 2 oa 

A— a) +(Y—b) = a’i+b: 
equation un cerele, si l’origine des coordonnees est dans un point de la 
circonference. 
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14°. Avant de passer a d’autres applications, il sera utile de re- 
marquer que la differenciation des valeurs de X, Y donne seulement 
dY — s.sinade, dX — — s.cosade; 
par consequent larce S de la developpante sera determine par la formule 
dS — yY(dX?’-1-dY?) — +sda 


qui nous apprend que le rayon du cercle osculateur de la developpante est 


egal a larc correspondant de la developpee. Choisissant maintenant les 


equations des developpantes dans lesquelles larc s exprime une parabole de 
lordre m--n, c'est & dire ou 

a so ar 
nous n’aurons qua substituer les valeurs de &, y, s en fonction de l’angle a 
determinees deja dans le No. 3., dans les dernieres equations du No. 12. 
Il en resultera 


m+n . m m 
n e n- m / . -——1 R 
- —— g(sına) ” Y= 1 / sın a)” 08? u ER : n 
mn 1 eg . (sine) cos’ ade 4 (sin«)” cos «. 
Cela donne aisement les diflerentielles correspondantes 


= mr 
dX — g(sine)" cosa de, dY — (sine) " de. 
On aura done pour lare 8: " 
dS — y(sine)" de, 
ou la quantit@ q est, comme dans le No. 3., 


m 


Pe (—_) n 


mn 
Ces formules se simplifient encore en supposant Rn — 1; alors on obtient 
pour la courbe developpee, pour laquelle 


ER 
les valeurs 
> 4 (sine)”"*, . y/sinr- cos’ a da — sin” a cos«, 
m+1 
et en meme temps 
S — g /sin”adae. 


On tire de ces dernieres ce qu’on a trouve dans le premier exemple. 
En supposaut m» —0, on obtiendra les &quations 


2m p, X — gsine, Y= —geose, S — go 
qui renferment celle du cercle 
a Be y". 
Il ne sera pas inutile de remarquer que pour m—0 le coöffieient 
de p dans l’expression prend la forme indeterminee 0%. Pour en trouver 
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dans ces cas la valeur veritable, il suffit d’observer que si pour des valeurs 
partieulieres de y, x une fonction y* prend la forme 0°, on en trouve la veri- 
table valeur en caleulant lexpression 

y'z 


ziy 
NT 
y', 2° etant les derivees de y, 2, et e la base des logarithnes hyperbo- 
‚liques *). De cette maniere, en faisant 


m 


v — — 2 — m 
- m-+t1 ’ f 


la differenciation par rapport a zn donne 
RE | 
ui (m-+ 1)2 ! 


et Vexponentielle en question se change eu 
m 


e m+1 

qui pour m == 0) sera egal a lunite, et par consequent y —=p. 

15°. Si lon prend pour second exemple m —1, on a pour la cy- 
cloide developpee les equations du No. 2., c’est a dire 

Y sp le--sin2e), 2 = 4p(l—cos?e) et — 4psine: 
par consequent les equations ordinaires de la developpante duNo. 12. deviennent 
Y sp 2e— sin?a), X —= —4p(1—cos?e) 

qui appartiennent evidemment a une cycloide du m&eme diametre que la ey- 
celoide developpee; la eycloide est done la developpee elle m&me. 


16°. Supposons m==2 pour la courbe developpee, on aura larce —px', 


De 


Prenant ensuite les valeurs de x, y, s qu’on trouve dans le No.5. En 


ei lequation sera 


les substituant dans les expressions de X, Y dont on a deja fait usage, 
on en tire pour les equations de la courbe developpante: 
r 329 (1— cos’ ce) — g sin’o coso, A—= —4gsin’e; 
dou par lelimination de « on obtient la relation cherchee entre A, Y. 
Enfin larce 5 de cette courbe sera donne par leexpression 
0 q /sinade — 49 (24 — sin?2e). 


17°. Prenaut pour equations de la developpee les suivanies: 
\ | 


a? a fe cos®ade 
Ti = Te: 7 a yvy=A b — ng 
v(a?—b? sin? «) ’ JS Yla*: — b? sin? «)' 





*) Voir Cauchy Calcul differentiel pag. 45. Paris, 1829. 








20. B. Tortolini, applications de la methode inverse des tangentes. 309 


ou larc s exprime une hyperbole 
2? 8? 
ee 
a b* 

et eu meme temps Bnlau. 

yv(a?—b?sin’« 


la substitution de ces valeurs donne 


Y— ab’ 


Er 


cos? ade b* sina@cos« 
y(a? —b? sin? «)® Yv(a?—b?sin?«) 
Pour trouver la forme de lintegrale qui appartient a Y, differencions cette 
derniere- quantite, ou bien, substituons la valeur de s dans la premiere formule 


du No. 12.; cela nous donnera 
b?sin’a«de 








#E = R 
y(a?— b? sin? «a) 
' r b ö 
et en faisant pour abreger — — €‘, 
u? 
dY — b? sin? a da 


a "y(l— ce? sin? «) 
Eu faisant usage de la notation des fonctions elliptiques de premiere et de 
seconde espece dont Legendre s’est servi, savoir 


er: — Fio,a),  fdayli—esine) — E(,«), 
on aura lintegrale de dy par la formule 
Y= a(F(e,ca)— Eike, c)). 
La coöxistence de cette formule avec celle qui donne X represente l’equa- 
tion de la developpante de la courbe de laquelle on tire l’equation d’une 
hyperbole entre larc et labscisse. Dans Fhypothese d’une hyperbole equila- 





tere on a a=b, et alors 


i da i i 
F'(c, 0) — Je, (6, 0) — fcosu de, 


par consequent, outre 





A — acose, 


re a(}1og( N) sin e). 


1 — sın a 


on a aussi 





Pour eliminer langle «, il suffit de remarquer que 


» - sıu & 
Y-asin«e = alog(-* ), 
in COS«& 
et en meme temps 
Y(a? — A?) 
sına = —— . —, 


par consequent 





etnlas ZAN) 


3 pe 2 ln 
Y--y(a — X) — alog( Y 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 4. 41 
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Telle est la developpaute de la chainette dont l’equation est 


E- 1a(e + e =), 


18°. Cherchons enfin la developpante de la courbe pour laquelle entre 
larc s et labseisse © subsiste l’equation d’une logarithmique, c’est a dire 
s — alogr. 
Par les formules du No. il. on a 


> 0 .. r - . n — N P « l E ws 
s — alog(sine), x asine, y —= b--a(logtangd}«@--cos«e). 
1a substitution de ces valeurs dans les expressions deja obtenues de X, Y donne 
Y = b--a(log tang 4 «-- cose) — a cos« log (sin«), 
X a sin «a — a sine log (sin «). 


L’existence de ces deux equations et l’elimination de langle « donne pour 


lequation de la developpante de la courbe: 
Fest) 


e a 





L 
ve 
Si l’on avoit choisi la logarithmique de la forme 


z 
==, 
alors, puisque comme au No. 11. 
c a log — - — b—L(an)-+a(&-+- cote) 
| 5 sin« ’ ie: sin« Pe ? | er ’ 
on auroit trouve pour X et Y: 
.. r d 
Y=b-i(no)1a0 X — alog -— —a; 
a( ) | ’ 5 sine 2 
et en faisant 47 — ae —P, on aura plus simplement 
y a 
Yr=b-laß A — aloeg — —a. 
Big > .c08 
On tire de ces Equations, en passant des logarithmes aux nombres, 
X . 
er u a  __ Tb 
008 r Fi 
d’ou enfin 
Xta 
T- 7 a sec ( Mn, 
e - u 77 —_ Ss »oa— . 
En: a 
cos | —— 
d 
La developpee de cette courbe a pour equation 
2x 
23x h nn (ea ER u? 
v(e“ — a’) — ataug (eh -—— 
\ d 


derniere formule du No. 11. 
Rome 11. Mars 1843. 
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21. 


Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. 
(Von Hın. Dr. Öttinger , Prof. ord. an der Universität zu Freiburg im Br.) 


( Fortsetzung von Nr. 16. im vorigen Hefte dieses Bandes, ) 


$. 14. 


h einer Urne befinden sich »x Kugeln, die mit den Zahlen 1, 2, 3, 4 .... m 
bezeichnet sind. Es wird » mal gezogen und jedesmal eine Kugel heraus- 
genommen, die man nach der Ziehung in die Urne zurückwirft. Wie grols 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die Summe der auf den gezogenen Ku- 
geln eingezeichneten Zahlen gerade s beträgt? 

Die Anzahl der günstigen Fälle kommt, wie leicht zu sehen, mit 
der Zahl der Gruppen überein, welche entstehen, wenn die Versetzungen 
mit Wiederholungen zur Summe s aus den Elementen @,, &, 4, .... 4, 
zur pten Classe gebildet werden. Diese Gruppen - Anzahl ist in der Com- 
binationslehre $. 20. Nr. 50. Seite 39 angegeben. Wir benutzen jedoch 
die dort gegebene Entwicklungsweise nicht, sondern wählen zur Auflin- 
dung der dem Unternehmen günstigen Gruppen- Anzahl eine andere Me- 
thode, die wir in der Schrift „Die Versetzungen mit Wiederholungen zu 
bestimmten Summen aus einer oder mehreren Elementarreihen. Freiburg, 
1840.” angegeben haben. Sie beruht auf der Bemerkung, dafs die Ent- 
wicklung der Polynomien, die nach den steigenden Potenzen einer Grund- 
sröfse geordnet sind, auf Ausdrücke führen, in welchen die Vorzahlen der 
erhaltenen Glieder die Gruppen oder die Gruppen - Anzahl der Versetzungeu 
mit Wiederholungen zu der Summe, welche der Exponent des zugehörigen 
Gliedes angiebt und zu der lasse bilden, welche die Potenz ausweiset, 
zu welcher das gegebene Polynomium erhoben werden soll. Bei dieser 
Entwicklung entstehen die Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungen, 
wenn die Glieder des zu entwickelnden Polynomiums mit den Klementeu 
einer oder mehrerer Reihen verbunden sind, nach der Kormel 


4% 
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GC GE GEHE”? — Pils an a, 
+ Ps(p-VD; a, Gy +... 4,)P art! 
+P(s(p+29; a, 4, ... a,)Part?, 
oder es entstehen die Gruppen-Anzahlen der Versetzuugen mit Wieder- 
holungen, wenn die Glieder des zu entwickelnden Polynomiums nicht mit 
den Elementen einer Reihe verbunden sind, folgendem Ausdrucke gemäfs: 
204 eP— P'/[sppP @’--P’[s(p--1)P art Ps (p-IPP art... 
..P'I[ssPx’-.... 
a a as ar Ma 
wobei man Elemente der untergeschriebenen Reihe zu suppliren oder die 
Exponenten der ordnenden Gröfse x als Stellenzahlen der Elemente einer 
Reihe sich vorzustellen hat. 
Kommen mehrere Elementenreihen in Betracht, so ändert dies die 
Entwicklungsweise nicht, und die Formel 
Ka-b-c)2e + (a, +b+0--d) 2 -+ (+ b;...6)2°+...(a, 4b, ..%,)2”]P 
P'’spPa@”--P'(s(p-+1)P af" P’(s(p--WPpaPR +... PlzPEe +... 
(U er De DE Di Baar er U 
giebt Glieder, deren Vorzahlen die Gruppen der Versetzungen mit Wieder- 
holungen in der pten Classe zu den verschiedenen Summen aus den unter- 
geschriebenen Elementenreihen geben. Der Ausdruck 
B2442°52°- ..ka")P — P’[spP =’ + P'’[s(p--ı)P =’*' 
+-P[sp-+-Drer-.. 
giebt Glieder, deren Vorzahlen die Ausdrücke für die Gruppen - Anzahlen 
der Versetzungen mit Wiederholungen in der pten Classe zu den ver- 
schiedenen Summen aus den oben untergeschriebenen HKlementenreihen bil- 
den. Sollten im letztern Falle die Elemente nicht angegeben sein, so sind 
sie aus den Vorzahlen der nicht entwickelten Darstellung nach den vor- 
liegenden Beziehungen leicht abzuleiten: denn es sind so viele Einheiten 
irgend einer Potenz der ordnenden Gröfse vorzuschreiben, als Elemente 
mit ihr verbunden werden würden, wenn die ursprüngliche Darstellung ge- 
sehen wäre. 
Um nun die Zahl der günstigen Kugelgruppen nach diesen Bemer- 


kungen zu bestimmen, ist das Polynomium 


pP 


P - r{-2?-1.20° "pP - er). — (lI— z”)P BE... 
* , ’ De , - Tu“ (1— r)P 


zu entwickeln und die Vorzahl zu bestimmen, welche dem Gliede x’ zu- 
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gehört. Es ist bekanntlich 


ER _„E — se) Ash PP _|_ Tr en art! P+ Prans zP+? 
(127 or qp-ı 1 | qp-! Fe pp! it 
„t+2jp-1I-1 0), 
. (p pain . rt ii 
und 
2» 31-1 u 
— 17") — nam r m _|_ pP am pP 3m __ p 4m ___ 
(1 T ) Zr 1 1 T r 1210 . 1s17— * 41 x ....,. 
also 
ar zit , -1)p-11—1 a 
P: 1-2" . = —PpE”- HS 'Yy ee]. r qp-ılı ar - BER | 5 ) 
1 ai Mi (pt)! 1 (p-+ 19) | -ı aan 
BI BEE De 5 u Be Zu +) —_ or er —_ Pp+3_| 


1yP- L|-1] „2m+p+?2 


_(m- a L)P ı|-1 grtp | = p)’ ıj-ı ie . 'q --9- 








(Pp— BT pn | RB A p+n) 1] -1 . 
| 
-- (Im- P- 1)P° ka u Z | -(Im-: pyptl- 1 " (Im- pn)" no 
I—-L|- - » ] — | 
Er p-1 | —p(m-- pP! (mt pP", 
-(p- | De ns >: p-tI-1 | ers | -DP- L|- i 
1 ! | gr P | 7 gen ıP | 


Aus dieser Formel läfst sich nun leicht die Form der Vorzahl von x° und 
damit die gesuchte Gruppen- Anzahl abnehmen. Sie ist 
ı. A= Pfs(e) a, &, Ay .. &PF 


1 ) I I-1 
£ \p-1|-1 Po. te p° \p-1 
qp-tli Is I 1 ae) 121ı Zul 7 ine 





3|-ı 
PP > 5 \p-1|-1 
311 (s—3m—I1) Kl; . 


Diese Reihe bricht ab, wenn ein Glied negativ wird, oder in 0 über- 
geht. Wird die Gleichung 1. durch die Zahl aller möglichen Gruppen m’ 
gemessen, so ergiebt sich für die gesuchte Wachrscheinlichkeit 








1 ) 2-1 
; he ER: = 1 7° Ge an PRESSE 9 = 3 Dr Su „u | -1| -1 
< Pill, mp Is ) TER 1) T ze 3a — IP" — .. | . 


Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs die Summen der auf den gezogenen Kugeln sich zeigenden 
Zahlen entweder s oder eine der niedrigeren sind? 

Die Zahl der günstigen Fälle wird sich ergeben, wenn wir in 
die Gleichung 1. allmälig die Werthe p, p--1, p--2, .... s statt s setzen, 


Ä 
E 
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die hiedureh entstandenen Ausdrücke zusammenzählen und dann dureh die 


Zahl m’ aller möglichen Fälle theilen. Dies giebt folgende Zusammen- 
stellung: 


1 \p- 
me li) 1| -1 


11-1 


p' 
(p N y)yp-tl-ı 


/ \p-1] -1 anf \p-1]| -1 
(mp1) PI — p(p-1)) 
(mp np 
£ \p-1 1 AN -1| —I 
(mp1 I" — pp rl 


pt 


(Amp — pm pP TI a Zei 
2]-1 
L(Qm-py-ı-ı —_ I pyp-tl-ı 1 PL gp-il-i 
- (2ın--p) p(m--p) pn p’ 
/ \D \D- _ | Pr. « ) 
(stm — p (sm er (s-2m— 11! —..]. 


Werden die Verticalreihen dieser Formel summirt, so ergiebt sich folgen- 
der Ausdruck für die gesuchte Gruppen- Anzahl: 
1 p|-1 er Au | 
\ f Baal \p ) -1 ao f 9 pP | 1 te nen IR pP | 1 Pe 
A Ti Is p(s—m) ze jr 8 Im) ni (s—3m) | uch 
Die Wahrscheinlichkeit wird 
" 1 ge. 
“ _, Fr 7 mie he > PIE I. nn Den DV I-A1__ 
De Pi p Is p(s—m) - Fri (S— Im) rn 


sein; s kann sich hierin von p bis zu pm erheben. 


Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dals die Summen der auf den gezogenen Kugeln erscheinenden 
Zahlen zwischen g und s liegen, also eine der Summen 9g--1, 9-2, 
4-32 0... 8 sind? 


Die fragliche Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn wir diejenige, 
dafs Kugeln erscheinen, deren Zahlen die Summe 4 oder eine geringere 
Summe bilden, vorerst angeben und sie dann von der in 5. ausgedrück- 


ten abziehen. Die erstere findet sich, wenn g statt s in 5. gesetzt wird. j 
Dies giebt für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 
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6. w— u (s—m)P I E nF — Any — wen 
® vg PP 4 p 211 
1 pl -ı ? Pi! pP Ym\Pi-ı__ 
Fa er ı f — pam it v (92m) u 





Sind die Kugeln mit den Zahlen 0, 1, 2, 3, .... an bezeichnet, so 
bleiben die Schlüsse ungeändert. Die Zahl der Kugeln erhöht sich um 
die Einheit und die Summe um die Classenzahl; nach 41. $. 18. d. Combi- 
nalionslebre. Die Wahrscheinlichkeiten, Kugeln zu ziehen, deren Zahlen 
eine bestimmte Summe oder den Inbegriff mehrerer Summen geben, gehen 
nach den angegebenen Modificationen in andere über. Aus 2. wird 








r Lie (pr p(stp —m—2)P I, pP Ustp—m—ayp-tı-1 
SE dm p-1l-ı p p-1|1 | 9.4P- rg E 
1 (m-+1) 1 (m-+1)" 1.2.1 (m+ 1? 
Aus 5. wird 
8 w=— a. [6 s+-pyP I" — p(s-p—m— 1)?!" 
p?- Die ‘ ON 1 
- Tri (s-p—Im— PT — ... | b 


Aus 6. wird 





; “ _ 
gel !(m+1)P pP ls - -p)P' —p(s +4p—m—1)P! l 








„21-1 ni. 
Tr (s--p— 2m—?)' | Es ww |. 
1 ’ | - 
een] -[@- ı Ze 2 2 £ na) Ba 
ET) m 
+ rm pyı—...] 


Diese Gleichungen lassen sich unter andern auf das Zahlensystem 
anwenden. Sind in einer Urne die Zahlen, welche aus p Ziffern und we- 
niger bestehen, enthalten, so ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, eine Zahl 
zu ziehen, deren Ziffern die Summe s betragen, wenn m — 9 in 7. gesetzt 
und das Resultat durch die Anzahl 10’—1 aller Zahlen, welche p oder 
weniger Ziffern haben, gemessen wird. Demnach ist 


10. u — Str drei plstp—tlpti pls Hp —21ypH- 











Pi gor_4) prior) ! gealtigor_4) 
u. Ss. w. So ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, welche alle sechs- 
stelligen und niedrigere Ziffern enthält, eine Zahl zu ziehen, deren Ziffern 
die Summe 25 betragen, 4%; die aber, eine Zahl zu ziehen, deren Zif- 
fern die genannte Summe oder eine niedrigere betragen, ist 354595 u. s. w. 
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$. 15. 

In einer Urne sind = Arten von Kugeln enthalten, jede mit einer 
beliebig grofsen Anzahl von Kugeln. Den Kugeln erster Art sind die 
Zahlen A,--1, A,+?2, k+3,.... M,, denen zweiter Art die Zahlen 
ET ErT ur eererti Ss. W., denen rter Art die Zahlen 
k,.-1, k,--2, k,-+3,.... ın, aufgeschrieben. Man zieht p mal und nimmt 
jedesmal eine Kugel heraus, die nach der Ziehung in die Urne zurück- 
geworfen wird. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die auf den 
gezogenen Kugeln aufgeschriebenen Zahlen die Summe s betragen werden? 

Die Zahl der günstigen Kugelgruppen kommt mit der Anzahl der 
Gruppen überein, welche entstehen, wenn die Versetzungen mit Wieder- 
holungen aus r Elementenreihen, welche auf die in der Frage angegebene 
Weise beschränkt sind, zur Summe s in der pten Classe gebildet werden. 
Benutzt man nun die im vorigen Paragraph angegebene Methode, so hat 
man die Vorzahl von =’ in der entwickelten Darstellung des Polynomiums 


pr’ — [2* +! - ar Loch)... La" 1 En BER u 2 5ER u Ze 


Lot! ah La $ 02 


zu suchen. Die Glieder des vorstehenden Polynomiums lassen sich auf eine 


einfachere Form bringen, und es ist 
pP: Pen akt _gmet akt —_ gm | ee | 











Be | Bam I de | 1—ıx 

ap 
(1L—.r)P 
Benutzen wir die im vorigen Paragraph angegebene Entwicklung von 


2er . 
— , so ergiebt sic 
zn giebt sich 


[x T ach? | ah EUR, Ze) DR _ {"t — a2"). 


he (ar pr tapH (pp tar 4 (pp tar...) 


27 ) wi / r ] r ” q 
X (tr — / rd (gu gm... — ah — ar ac — er) 
l 


Re ar dk (er 2” - 2 — De a. au...) 
l | | .... / 


| -1 
2 p’ ke pP» (z”' MN Me "2 u an Er a [ak _ eh ‚Li a rt 


) 


Werden die angezeigten Entwicklungen ausgeführt und wird die hieraus 
sich ergebende Vorzahl von x’ abgeleitet, so erhalten wir folgenden 


Ausdruck: 











in 





% 
15068 -(pP-S)kı-m-2m;-1)) 
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A—= zn 6-kıp-1) 


Elena 


2 (s-(p-1)k, 
+(s-(p-1)k-m;,- 


m; yP = 
1 p-! I-1 


4(8-/p-N) km, typ 


2-1 
r |6-(»-Yk m 74 -2 


: 11 








2. 
1 


| m 


1511 | p-3)kı-Im,—1 yo in 3 


Is- 


| 
| 
| ° ‘ . R 
| I-(n-(p-DHk, 
| 
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-(s- (p-1)k,-k,-1yp1-: 


an -1)k,-k,- ip 
-(8-(p-N)A,-k,-1)P" 1 


-(e-(pDkı-k,-1y- 1] 


(s-(p-2) k,-mm;—1)P 1]-1 
(s-(p-?2)k,-m,—m,-1)P 1] -ı 


(s-(p-Y)k,-m m, 1)P- 


-(s-(pR)k-mk,—1)P t|-ı 


-(s-(p-2) km, k,1 pl 


2m, -1)P 1 


-+ 2 |(n-(p-2) km, -m,-1)P1 


1) L| 


m.— k,- 


5 (n-(p-2)k,-2k,-1)P1-1 


(s-(P-3) k,-Im m; )P 1" 


(s-(p-3) km, m, 1)p1- 


-(s-(p-3)k,-2m,—k,1)P 


ae | 3. 2.1 
| TEE: 
I: BEER EEEGER 1-1 


pm Z mh rain ' 


(— 1)° (e- > 3, - mM, — >k -]) p-11-1 


2 [> E} - - 


d.M. Bd. XXVI, Heft 4. 


| 
;(6- (p-3)k,-3m,1)p-- 
26 p-3)k-Im;-m;P 

| v ni 3)kı-2m,—m, pP 
| 


Re P-3)k,-2m,—k,—1)P 





| 
| 


1) go p-3)k,-3k,-1yp-1- 


42 


t 


ze 











318 29. Ötiinyger, Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Diese Gleichung ist sehr allgemein, denn die Gröfsen k,, Ay, hy, .... k,, 
Mi, Mir, My, .... m, stehen unter einander in keinem Zusammenhange und 
können beliebig angenommen werden. Das Bildungsgesetz, welches der 
Formel 2. zum Grunde liegt, läfst sich leicht erkennen. Es hängt mit der 
Erhebung der unter 1. angegebenen Polynomien in die verschiedenen Po- 
(tenzen zusammen. In den Facultäten der Glieder, welche mit der Fa- 
enltät A 
hi, hrs... A, als Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungen zur er- 
sten Classe neben der Gröfse (p—1)%k, vor. In den Facultäten der Glie- 


in 2. verbunden sind, kommen die Gröfsen mn,, m,, M;,.... m 


3 


der, welche mit ie verbunden sind, kommen der Reihe nach die Gruppen 
der Versetzungen mit Wiederholungen zur zweiten Classe aus den näm- 
lichen Elementen neben der Gröfse (p—2)k, vor. In den Kacultäten der 
Glieder, welche mit a verbunden sind, kommen der Reihe nach Gruppen 
der Versetzungen mit Wiederholungen zur dritten Classe aus den angege- 
benen Elementen neben der Gröfse (p—3)k, vor u.s.w. Alle die so 
entstehenden Gruppen sind von s abzuziehen, und dann ist von diesem um 
die Einheit verminderten Grundfactor die (p— 1)te Facultät zu nehmen. 
Jede so entstandene Facultät hat aufserdem eine Vorzahl. Dieselbe hängt 
von der Dimension der in ihr vorkommenden Elemente ab und giebt die 
Zahl der Versetzungen an, welche diese Elemente unter sich bilden kön- 
nen. Das Zeichen, welches jede Facultät insbesondere hat, hängi von der 
Zahl ab, in welcher die Elemente %,, k,, ky,.... A, in dem Grundfactor 
einer Facultät vorkommen, da diese Elemente nach 1. negativ betrachtet 
werden. In Zeichen stellt sich 2. so dar: 





n) u ch 
ı. A=-2I-Yr 
n]|-1 
SL Sımn/__1\Yatystyat..-Yr rn an a . 
u ’ a ae, „ah rail, ya, gr! 








‚(s-(p-n)k,-2,m, -23M,- 3, Mg nem Mr Yoga -Yahz- see yrhr-hjpt ii ) 
.; De 7 VG gplt ‘ 
Hierin ist allmälig 0, 1, 2, .... p statt x zu setzen. Kür jeden einzelnen 
Werth von x sind dann die durch das zweite > angezeigten Verbindungen 
zu machen. Die Gröfsen nach dem zweiten Z hängen so unter sich zu- 
sammen: 


zT n — 2, T% I, ee Y', Ya co.Y7,° 


Für n sind alle möglichen Summen der Versetzungen mit Wiederholungen 
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aus den Elementen O0, 1, 2, .... = zu derjenigen Classe zu bilden, welche 
entsteht, wenn die Gröfsen 


Yay Yay Yar rer Yry Fıy Say Say er. 8 


7 


als Einheiten betrachtet werden. Die Gröfsen y;, Ya, +. Y, beziehen sich 
auf Ay, hy, hy, oc... %k, und die Gröfsen 2,, a, I, »... 3, auf an,, an., an 


9, 9. 


. »m,. Nach diesen Bemerkungen ist nun die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
i x x] -ı 
a cu =p f er 
4. u = PT p ee er 


nl I 
GE ir 2a = LUD 0 0 Du Saga SEE 0 2 Sn 
x (z ( y LA 2 Pe Pit gyall,aysil,... rl 
Ri (5 ni p —nN, k,- ee. zım, De 2 My... en S, m.—Yıla—Y; sin a ! k, “ | y ) . 


Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahırschein- 
lichkeit, dafs die den Kugeln aufgeschriebenen Zahlen die Summe s ode: 
eine niedrigere Summe betragen werden? 

Wendet man das in 3. $. 11. befolgte Verfahren au, so ergiebt sich 


aus 2. und 3. dieses Paragraphen folgende Bestimmung für die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit: 


m 1 =xX=D, x p“ 1-1 
>» vw Zul en 
l 
X zımnf | Yyatyst...Y ______ un j nr) 
— \ / j galt... gar! ‚pall, 1?° U ir! 
X (s- ( p-n) k-zm, Zm,— “u... MY; k-y; k; — a £ „k „)P )| ie 


Eben so leicht ergiebt sich die Wahırscheinlichkeit, dafs unter den ge- 
nannten Bedingungen Kugeln erscheinen werden, deren aufgeschriebene 
Zahlen eine der Summen, welche zwischen g und s liegen, also eine der 
Summen g--1, 9-2, .... 5 betragen, wenn wir das im vorigen Paragraplı 
zu 6. angewendete Verfahren befolgen. Sie ist 


Po u 1 
6. us = EI OR zz, (—1)* jr 


’ıi 
17! mP 


nit 
Li, = Ya-ty3+:...Y, A.) 0 Sole Zn ui | RN ag 
” (2 u a ll gell... gr. pri... gr! 


x (s-(p-n)k,-zım, - 2m... 2,M,—Yıka-Yzkz- en. y,k,)! ) 

















1 =Pp , \x »” ii 
ae PT Eumt —}) ern 
n\—l 
> t zu (— RT — = u 
i Ehe rt, yalb gyall, gr 


x (g-(p-n)k,-zım - Sm u. %,m,- Yalz-Yıkzma..-y,k,) f): 
42” 











320 21. Öttinger, Untersuchungen uber die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


S. 18. 


In einer Urne sind mit den Zahlen 1, 2, 3, .... ?m —1 bezeichnete 
Kuseln enthalten. Von denen, welche die Zahlen 1 und ?m — 1 haben. 
ist nur je eine vorhanden; von denen, welche die Zahlen 2 und 2m — 2 
haben, sind je zwei vorhanden; von denen, welche die Zahlen 3 und 
’m— 3 haben, sind je drei vorhanden u. s. w.; von denen, welche die Zahl 
m haben, sind »» vorhanden. Es wird pmal gezogen und bei jeder Ziehung 
eine Kugel herausgenommen, die nach der Ziehung in die Urne zurück- 
seworfen wird. Wie grols ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die Summe 
der den gezogenen Kugeln aufgeschriebenen Zahlen s betragen wird? 

Die Zahl der günstigen Kugelgruppen kommt mit der Zahl der Gruppen 
überein, welche entstehen, wenn die Versetzungen mit Wiederholungen zur 
Summe s in der pten Ulasse aus »n Klementenreihen gebildet werden, worin 
die Stellenzahlen der einzelnen Elemente mit den Zahlen übereinstimmen. 
die den in der Urne enthaltenen Kugeln aufgeschrieben sind. Benutzen wir 
die in S. 11. angegebene Methode, so haben wir die Vorzahl von z° in 
der entwickelten Darstellung des nachstehenden Polynoms zu bestimmen: 


m-1 _| 


pP (xr Ir’ 32° T .... m —ıI)z 


mx" -- (m — 1)" —.... 
OT Dar? | gm 1y/ 
Dies Polvnom läfst sich auf folgende Weise darstellen: 
pP [x .?- x x’ - FREE, aha 3 SE u Te 34 


) 3 4 


2-20... 


a’ . ı*- ß Eu 3 
, ...». 








El 
| r — .r? r? gr 1 ? mit q ’)m-—-3 yn- 1_ ınrt? pn rrn+1 p 
"1i—ı l—.r | l—ır | 1l—ı ey | 
i ee le yr+i 2 mt P xP 
i ee au PIE een l u. ? ge” ya! ö 
l—ı l—ı 1— ır (— x)?P N I 


was ferner in folgenden Ausdruck übergeht: 


, 2 ın—1 ' (In 2p-1] -ı da hi 
| P ri (p)" rP+1__ pri spe pr | PT) ra xP#+? 
’ i ” j?2p-1 11 ’ 1:P ı|ı u | j2p-1 4 / u ...o. 


2-1 3, -1 
) m Im \ ) N > \2 ) ‘ > 
X ( I - ?ır' ‚ a . ) | 1 (22” Zu E ”. Para rn 1 (2a2” Beer er T | 


Werden nun die nöthigen Entwicklungen gemacht, so ergiebt sich für die 


sesuchte Vorzahl von x’ folgender Ausdruck: 
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— * 


1 u NY/ | \2n—-1 
2. A— 1?p-1 1 (sTpP—1)" | —pl2(s+p —m—1)' | 
s-p—im— 1)?" | 





pri-i 
| _1Y?Pr-11- 49 2p-1l-ı 
ai [ls -p—?Im—1) 2.2(s+p — 3m — 1)” 
e — dm — I)?" ]J 
P—_[937, »—3m—L)' — 3.7 (s--p—4m—1) 
- Turn ww; - rn} 
2 fi: | - 9n-. u -. ; » ) j 
7 - 2 (s+p — 5m — 1! u > 3 er) pt 


Werden die Glieder dieser Formel nach den unter sich gleichen Facultä- 
ten geordnet, so entsteht 


1 | 1 ‘ / \2 
. Am pr \e-+» 7"! — ?p(s-p — m — 1) 


A y2l l : ) N 
( rn - | ») s+p — Im — 1)" 


| pei-i 21 pH win 
(2° gl Dr u 1 no 2 © 2 . 2 ) = pP 4ın — 1)" 


* . * . “ “ ” . “ . “ . . . 


Werden die einer und derselben Facultät zugehörigen Ausdrücke zusam- 





mengezählt, so kommt man durch eine einfache Entwicklung zu folgender 
Darstellung für die gesuchte günstige Gruppen - Anzahl: 


l ai. 2» en 
4, A: 7m (sp — Pla r- (s--p — m — IyP11=! 
(ap Ä (2P) 
I FOOT 1 a... Im. _ iNVp-li Al, e ze r 2p-1| -1 
gri (s-p—2m— 1)?" E — (s- p—Sm—1 


Die Zahi aller in der Urne befindlichen Kugeln ist m’. Demnach ist die 
Zahl aller möglichen Kugelgruppen 2” und die gesuchte Wahrscheinlich- 
keit ist 

l 2 2; 
5 = Sin En a a pi», {9 RT E \2p-1| l 
I. ww RI, |“ rp—1, ri Zee 


(Ipyı-l, 
rer 7 3 = EURE) u 2 55 SEN 
[2 1 (> p a5 mn l) u...» . 


Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs sich auf den in p Ziehungen erschienenen Kugeln die Summe 
oder eine niedrigere zeigen wird? 

Wenden wir das in $ 11. 3. gezeigte Verfahren an, so ist die ge- 


suchte Wahrscheinlichkeit 








s 
ke 
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| \? | 1 2p | 9 
% ö ge -p En re Eu PER 2p | —I 
6. u ze I‘ -p)? ı srpP m)’ 
(2p)? 1-1 
nn De BREPET nen 
pri (s+-p— Im) ....|- 


Soll nun unter den nämlichen Bedingungen die Walırscheinlichkeit bestimmt 
werden, dafs die Summe, welche durch die Zahlen der gezogenen Kugeln 
gebildet wird, zwischen g und s liegen oder unter einer der Summen 9-1, 
4-22 2... 5 begriffen sei, so ergiebt sich auf die nämliche Weise: 





- 1 fi ä \2p] 1 2p / : \2p | = 
. we et -R 
(22)?!-3 _ 2 ] 
Sn ($- p ._.- 2m) P I 2 u 
y, (Im 1-1 i 
pj-ı __zP | \2p1-ı.ı (29) / Yan\r |-1 
Ta) | 4--p (4-p—m)?!" —- pr (97 p— im)?!" — c... 
oder, anders geordnet, 
| m . 
. BB \piI-1I __ iR 2p]| -1 
u. ” 1?P Il, mp N P; 47 p)" 
2p fo pi —-ı f \2p1-1 
ur p— m) — (4+-p— m) 
2p*! Yam\?p | -1 / ‘ 2p | -1 
TI (s+-p— m)?!" — (q--p— 2m)?! 
) 


“ * - . . “ . - . . ” . . . . . Br 


gs. 14. 
in einer Urne befinden sich mit den Zahlen 1, 2, 3, .... ?n—1 be- 
zeichnete Kugeln. Von denen, welche die Zahlen 1 und 2:n —1 haben, 
ist nur je eine Kugel vorhanden; von denen, welche die Zahlen 2? und 


?m—? haben, sind je drei vorhanden; von denen, welche die Zahlen 3 


und 22 — 3 haben, sind je 6 vorhanden u. s. w.; von denen, welche die Zahl 


m(im-+-1) n ’ a 
n haben. sind - -— vorhanden. Es wird pmal gezogen und bei jeder 


sr 
Ziehung eine Kugel aus der Urne genommen und nach der Ziehung in die 
Urne zurückgeworfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die den 
gezogenen Kugeln aufgeschriebenen Zahlen die Summe s geben werden? 


Um die Zahl der günstigen Kugelgruppen zu finden, haben wir die 
Eutwicklung des Polynoms 


Pr 2 E | 3 r° 60° - .... ——. RE 7 ee # 


welches nach der oben angegebenen Methode in Frage kommt, zu machen 
und die Vorzahl des Gliedes ©° zu suchen. Wir zerlegen das Polynom 
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auf folgende Weise: 
Pr: 
[2 +22°+32°-- ..(m-1)2""-- mc” (m-1)c”t - TE" u U en at u 
2°’ 422° +. (M-2)2”"--(m-1)2”(m-2)2” tr. 2er? 120” 
4 2° + .... (m-3)2"" 1. R (m-2)2”-: | -(m- Zr” tr. i “.... girn-3 
gr EB Ir" „. gt 


W x” 


Wird jede Horizontalreihe in diesem Ausdruck nach der zu Anfang des 
vorigen Paragraphs angeführten Weise behandelt, so erhalten wir Folgendes: 














p: HE P — I gr Hi 4 r 2m+1 x? — 2artilg” x3—2 arttLr Im-I1 
m BT Tu 
xm- i — 12 ‚m+i1 n.- x n$3 irn — %ı mi 4- mt 3 
... | er x) A u = 2 


Werden die Ausdrücke in dieser Formel gehörig geordnet, und wird der 
Vervollständigung wegen x=”*' zugezählt und abgezogen, so ergiebt sich 








l 2 m 
Pr: A e)® [e-+- 2-24... 2”tr— (2m-+1)2”tYp 
— r)’ | 
1 z— Jr .. 
nn - | (Im- nu -1) et], 
(1—r)’? 1—.ır 
und hieraus 
Pr — ar 1 __ p2m+i 7 | \ ann ‚m+L\ 1p 
1. un 1 r)’P | L PeeE (2 m 1 J (x u = } [' ? 
(1—r) 


Benutzen wir diesen Ausdruck zur Entwicklung, so findet sich 


13p-1lı 7 ap-1[ı n | 13p-111 








pr — (2r- St Tr ) 
x I: — 9 [et (2m-41)(2” — 2”t')] 


} pi-t Bi 1 ( m m-+L ' 
+ Tr [et + 2m +) (ar — er) 


3] 
EN ei [x?”"r (2m -- 1) (2 — art) 


Werden die angezeigten Verbindungen gemacht, so erhält man für die Zahl 
der günstigen Fälle folgenden Ausdruck der Vorzall von x°: 
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iv 
wur 


137 : [1 | 5 2p—1)’? 4 p [(s- -2p — an yet 
Qm-t1)|- (s1-2p — m —1)?Pr-11-1 
= (s+-2p — m — Pr 
[s +2» — 4m — 3111 12% 2m-1)| 1 (s--2p — 3m — Yr-tl-ı 
1—(s--2p — 3m — 3)" 
(Am- -1)' .- (S- 2p — 2m — Pr 
— Us 2p — Im Ar 
-(s4+2p — Im — 3) PP] 





| 
y A\3p-1| -1 3/2 \t | at R, 2\3p-1|-1 

— [(s- 2p —bm—4, -3(2m-+-D)| + (s+2p — Im — 3)” 

—(s+- 29 — Im — rm 

| _— ($ - 2p ae Um u na ar . - u... 
| | 
I—2(s+2p — 4m — 3)?! 
| 
| 


(s +29 — 4m — 41 


Die zweiten. dritten Glieder u. s. w. dieser Horizontalreihen bilden. wie 
leicht zu sehen, die ersten, zweiten, dritten Unterschiede u. s. w. der Fa- 
eultäten. Nie lassen sich nach der Gleichung 


3 galt _atrheit 7 Ha dh | 1 eat 
. KAE gg Er galt a0 gt .. 
» —/ı |I-1 O- -N r 
; = “ -—_— T von arm — en > hr 
" / f’ 1 1? li 177 1 


umformen. Durch Benutzung dieser Gleichung geht die Formel 2. in fol- 


sende über: 

















BP PER La 5. um ae Lion nm one ARE EN, span m oe ; ah 
: 2 u p3p-ı 13P- ı1[jı | 13p-2|1 
2-1 S\3p-1] -1 313p-2 | -1 
p?! s+2p- 4m - 3)?p-11-1 99m) ($ +? 2» - Im- 3)>Pp-21 
y:lı 13P ji ER | / 13p-? 11 
\2 (8° p2p- 2m-3)Pr 1-1 
‘z 
(2m--1) 17371 
1 ha ET re en 
gi | 11 1>P-? | 
3.2 1): (s+2p-4m-4) 731-1, 3.2.1. 1) (s+2p-3m- .. 
> Kae : 1?P ar — +75 20} de Km 


oder in Zeichen: 
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>. A | 
ep, ae ee y (er2p- y(2m+N)-2(m+ 1)? 
3, (- 1) En -(z BER ylıı zjı (2m- U Ve 13P-: yo ). 
In diesem Ausdruck ist statt & allmälig 0, 1, 2, 3, .... p zu setzen, dann 


für jeden einzelnen Werth von & der Werth y-z nach dem zweiten 3 
beizubehalten; für y—-z sind die verschiedenen Summen zur zweiten Ülasse 
zu bilden und ihre Werthe nach Angabe der Gleichung einzuführen. 

Um nun die fragliche Wahrscheinlichkeit zu erhalten, ist 4. oder 5. 
durch die Zahl aller möglichen Kugelgruppen zu messen. Die Zahl aller 
in der Urne enthaltenen Kugeln ist 


y mi! (m—1)} m (m- —1)(2m-+1) 
l nn —..t Be 4 


314 er Eu _— F 3 — 
Diese Zahl ist in die pte Potenz zu erheben und dann ist 4. oder 5. damit 
zu messen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 
6’ 
6. w 7 — 
mr (m +1 P(2 mi p 


x 3, (- yr Fee $ ee (2an--1)° erden sn 1) ). 
Die Bedingungen sind wie oben. Man soll die Wahrscheinlichkeit 
bestimmen, dafs in p Ziehungen Kugeln erscheinen werden, welche die 
Summe s oder eine niedrigere Summe bilden. 
Wenden wir hier das in 3. $. 14. gebrauchte Verfahren an, so er- 
halten wir für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 
. 6’ 
m’ (m+1)P (Amt 1) 
fan Ga an wre (2an-1-1)° [s+2p-y Qm-+1)-2(m +1) Pr | “ 


pi u zj1 u g>p-= 11 





7. 7 





x|-1 





. z=p \x pP 
x 2,(- ) er 





Soll nun die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dafs Kugeln erscheinen 
werden, deren Zahien eine der Summen g+1, 9-2, 9--3, .... s bilden, 
so findet sich auf die nämliche Weise folgende Formel: 

GP 
m? (m +1) (2m+1)P 


Pr Le\y+z| : Eu 
x > 1)* Kr - (2>=+: (y+2)' u (2m 1): [s+?2p- y(2m+1)- z(m+1)]?P:! p i“ 


8. w = 

















ige 137 11 
6 
- a Ray 
xp” y+: (Y Aue [a+2p-y(2m+1)-2 (m+1)Pr-= 1-1 
ae ae nn = 6) 
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In 7. und 8. gelten die nämlichen Bedingungen, welche zu 5. angegeben 


wurden. 


$. 18. 


Wird die Zahl der Elemente unendlich grofs, so werden auch der 
Summen, welche durch sie erzeugt werden können, unendlich viele. Die 
einzelnen Elemente und Summen liegen dann einander unendlich nahe und 
werden, dem Ganzen gegenüber, unendlich klein. Es verschwinden also dann 
die endlichen Gröfsen in den Gleichungen 2. $. 14., 5. $. 16. und 6. $. 17. 
und die Facultäten gehen in Potenzen über. Dabei werden auch die Wahr- 
scheinlichkeiten, eine bestimmte Summe unter unendlich vielen zu erhalten, 
unendlich klein und gehen in Differenziale über, die sich auf das Verhält- 
nifs zwischen der fraglichen Summe und der Elementengrenze beziehen. 


Hiernach wird aus 2. $.14., wenn — == 9 MR, 
1 BE; p = m. OY\D- u 
Rn w: Zap 4 Gr (np — ön. 
Aus 5. $. 16. wird 
5) 
3. (Ih - n. 1 nr 1. (n — 1)?! -: 1200 ( u gu .n BR Ö n. 


m’ (m+1)P(2m+1)P „ mer 








Aus 6. 8.17. wird, da Pr m übergeht, 
ee ee PT ar: VERNFIT RIP ; 
3. u zZ .a(—1, os (z + BTILBTIE -_. p=lı ON. 


Schliefst man nun die unendliche Anzahl der erzeugenden Elemente in 
bestimmte Grenzen ein, so werden auch die durch sie erzeugten Summen 
in bestimmte Grenzen eingeschlossen werden, und dann kann man durch 
die Gleichungen 4. 2. 3. die Wahrscheinlichkeiten finden, dafs unter den 
beliebig vielen Summen nur solche in Krage kommen, die selbst wieder 
innerhalb willkürlich gewählter Grenzen liegen. Zu dem Ende ist es nur 
nöthig, die vorstehenden Gleichungen innerhalb bestimmter Grenzen zu in- 
tegriren. Werden nun die Integrale zwischen r und n genommen, und 


. . $ t 
wird nach geschehener Integration n — 2 und # — z gesetzt, so entsteht 
ı 


aus den Gleichungen 1. 2. 3.: 
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Diese Gleichungen lassen sich benutzen, um die Sicherheit angestellter 
Beobachtungen und die Gröfse und Bedeutung der dabei vorgekommenen Feh- 
ler zu untersuchen. Die Aufgabe jeder Beobachtung, bei welcher verschiedene 
Resultate gewonnen werden können, ist, ein möglichst feblerfreies Resultat 
zu erlangen. Nur ein Resultat kann das richtige, jedes andere wird mehr 


rn 
tt 
DD 


oder weniger fehlerhaft sein. Könnte man sagen, welches Resultat unter 
mehreren das richtige sei, oder könnte man die Gröfse des mit einem be- 
stimmten Resultate verbundenen Fehlers genau angeben, so wäre aus jeder 
Beobachtung das richtige Resultat leicht abzuleiten, und es wäre überflüssig, 


Beobachtungen zu wiederholen, um die dabei vorkommenden Fehler so gul 
als möglich zu entfernen. 


a 
u] NY 














328 21. Öttinger, Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Kommen bei Beobachtungen positive und negative Fehler vor, so 
werden die einen auf der einen, die andern auf der andern Seite des 
richtigen Resultates liegen und sich bis zu einer bestimmten Grenze er- 
strecken. Nennt man diese Grenzen +n und —ım, so läfst sich fragen: 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die bei den Beobachtungen vor- 
gekommenen Fehler sich nicht über die Grenzen +n und —n entfer- 
nen werden. 

Die Gleichungen 4. 5. und 6. gehen von verschiedenen Voraus- 
setzungen aus. Die Gleichung 4. geht von der Voraussetzung aus, dals 
alle Fehler, welche zwischen den äufsersten Fehlergrenzen 4m und — m 
liegen, gleich möglich sind, oder dafs jede Beobachtung gleich leicht jedes 
beliebige Resultat treffen werde. 

Die Gleichung 5. geht von der Ansicht aus, dafs das richtige Resultat 
öfter gewonnen werde, als ein fehlerhaftes; überhaupt am oftesten unter allen 
Resultaten; dafs sich die Möglichkeit, ein fehlerhaftes Resultat zu erhalten, 
in dem Maafse verringere, wie der Fehler zunimmt; und dafs die Möglich- 
keit, bis zu einer der äufsersten Fehlergreuzen zu irren, am kleinsten sei. 


Die Gleichung 6. geht von der nämlichen Voraussetzung wie 5. 
aus, unterscheidet sich jedoch von dieser durch diejenige, dafs die Geschick- 
lichkeit des Beobachters, die Fehler zu vermeiden, oder die richtigeren 
Resultate vor den unrichtigen zu gewinnen, im quadratischen Verhält- 
nisse stehe. 

Für die Gleichung 4. liegen die erzeugenden Klemente zwischen 
) und zu. Um nun diese Gleichung für den Kall, wenn die äufsersten 
Kehlergreuzen —-m und —ın sind, brauchbar zu machen, hat man zu be- 
merken, dafs dies so viel ist, als wenn die erzeugenden Elemente zwischen 
) und an lägen. Die Summen liegen dann zwischen O und ?pm, und der 
Werth des Mittelgliedes ist pn. Nennt man nun die Fehlergrenze, inner- 
halb welcher sich die Beobachtungen bewegen sollen, —- n und —n, so 


ist aus 4. die hiezu gehörige Wahrscheinlichkeit: 
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Wenden wir die nämlichen Bemerkungen auf die Gleichungen 5. und 6. 
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an, so gehen sie in folgende über: 
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Der Werth von pm-+-n und pm —n mufs nach den besondern Bedingun- 
gen der Aufgabe für die vorstehenden Gleichungen vorerst ermittelt werden. 
Hiebei giebt p die Zahl der Beobachtungen an. Wir wenden nun die vor- 
stehenden Gleichungen auf folgende Fälle an. 

Drei Personen beobachten. Die äufserste Fehlergrenze liegt 4 Stufen 
rechts und links vom richtigen Resultat. Bei der ersten Person sind alle 
Fehler gleech möglich. Die Geschicklichkeit der zweiten Person, das 
richtige Resultat zu treffen, steht im arithmetischen Verhältnisse; die der 
dritten im quadratischen. Vier Beobachtungen werden von jeder gemacht. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs der hiebei mögliche Fehler die 
erste Stufe nicht überschreiten werde? 

Die area Bin für den ersten Fall ergiebt sich, wenn in 7. 
p=4. m—=4, pm-n—N%, pm—n— 17 gesetzt wird. Sie ist 


10. w— ar IE [20° — 1° — 41% — %)--6.7] = 0,598958.... 








Für die im zweiten und dritten Fall ergiebt sich, bei den gleichen Werthen, 


Saas . ae 
11. w HR RP —- 7) ER 1° 4781.... 
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1%. w= ar IP —HZPLIII.LN) u] — nn —4(1+2.12.2)--.] 
—_ 0,S85688.... 
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Die Betrachtung der hierher gehörigen spegiellen Fälle läfst sich 
weiter verfolgen. Sie zeigt, welchen Werth die gröfsere Geschicklichkeit 
und Gewandtheit eines Beobachters vor der geringeren voraus hat, wenn 
beide die gleiche Anzahl von Beobachtungen machen. 

Die Vergleichung der Gleichungen 7. und 8. führt auf eine interes- 
sante Folgerung. Wird nämlich 2p statt p in 7. gesetzt, wobei 3 in In 
übergeht, so ergiebt sich leicht, dafs hiedurch die Gleichung 7. mit 8. zu- 
sammenfällt. Demnach führt der Calcul auf folgende Bemerkung. 

10. Die doppelte Zahl der Beobachtungen führt bei einem unge- 
übten Beobachter algebraisch zu dem gleich fehlerfreien Resultate, wie die 
einfache Zahl bei einem Beobachter, dessen Geschicklichkeit und Uebung, 
das richtige Resultat bei gleicher Kehlergrenze zu treffen, in einfachem 
arithmetischem Verhältnisse wächst. Der Calcul behauptet hiernach, dafs 
Fleifs und Ausdauer den Leistungen der Geschicklichkeit und Gewandt- 
heit gleichkommen können. 

Untersucht man die Gleichungen 8. und 9. weiter, so lassen sich 
aus ihnen noch audere nicht uninteressante Sätze ableiten. Dahin gehört: 

11. Wird die Zahl der Beobachtungen gesteigert, so wird nicht 
nur die Wahrscheinlichkeit, ein richtiges Resultat zu erlangen, gröfser, son- 
dern auch diejenige, dafs sich die Kehlergrenze im engere Schrauken zie- 
hen werde. 

12. Je näher ein Fehler dem richtigen Resultate liegt, desto gröfser 
wird die Wahrscheinlichkeit, ibn zu begehen; je entfernter er vom richti- 
gen Resultate liegt, oder je bedeutender und gröfserer ist, desto kleiner wird 
die Walırscheiulichkeit, ihn zu begehen. Dies Wachsen und Abnehmen 
steht aber nicht im einfachen arithmetischen Verhältnisse bei 8., und nicht 
im quadratischen bei 9. 

13. Bei einer und derselben Anzahl von Beobachtungen ist die 
Güte der Resultate um so gröfser, je euger die Fehlergrenze gezogen 
wird; die Wahrscheinlichkeit jedoch, eine engere Fehlergrenze unter dieser 
Bedingung zu erhalten, verkleinert sich. U. s. w. 

\hir verweisen jedoch, um nicht Gesagtes zu wiederholen, auf die oben 
angeführte Schrift „Die Versetzungen zu bestimmten Summen, $. 15. u. ff”. 
worin hier einschlagende Untersuchungen aufgenommen sind. 

Die Neigungen der Ebenen der Planetenbahnen haben bekanntlich 


zusammen am Anfange des Jahrs 1801 81.93 sechszigtheiliger Einthellung 
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(— 91,03’ hunderttheiliger) betragen, wenn man von der Ebene der EKird- 
bahn als Basis ausgeht. Dabei entfernen sich die Bahnen der Ceres, Juno 
und Pallas um 10°, 13°, 34°. Zwei Bahnen, die des Merkurs und der 
Vesta, entfernen sich um etwa 7, die der übrigen höchstens um 3°. Nimnit 
man nun an, dafs bei Einführung der Planeten in ihre Bahnen eine Ur- 
sache in bestimmter Richtung am stärksten, und auf beiden Seiten in qua- 
dratischem Verhältnisse abnehmend, etwa wie die Schwungkraft, s6 ge- 
wirkt habe, dafs in einer Entfernung von 10’ ihre Grenze zu setzen sei, 
und fragt: wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs unter dieser Vor- 
ausselzung die Neigungen von 10 Planetenbahnen in die Grenzen von 5" 
auf beiden Seiten von der bezeichneten Richtung eingeengt geblieben wä- 
ren, oder däfs die Breite des Thierkreises nicht 10° überschritten hätte, so 
erhalten wir aus 9., wenn p—= 10, pm--n = 150, ym—n — 50, m -— 10 


gesetzt Wird, 


310 . che a it Ds ae, 
DD = tr 15° — 19 [13° —60. r4+ + 7 7 i l +4.30.17° nr ei n a 
310 n .. 
a; art 3” — 10 [ 37—60. 4°] 
( .9 “ « % ] “ DR” 
“w . [1”--4.30. 2 4.30. 29.31 ze BER 


- 0,999 999 992 300 1...... 
Der Werth dieser Wahrscheinlichkeit ist sehr grofs und liegt der Ge- 
wifsheit sehr nahe, und man kann daher mit ziemlicher Sicherheit annehmen, 
dafs die Breite des 'Thierkreises 10° unter der obigen Voraussetzung nicht 
überschritten hätte. Stellen wir aber dieser Voraussetzung die Neigungen 
der Bahnen des Merkurs, der Vesta, Juno, Üeres und Pallas gegenüber. 
so übersteigen sie diese Grenze bedeutend und streiten gegen diese An- 
nahme. Da sich aber mit ziemlicher Sicherheit nachweisen läfst (s. m. 
angef. Schrift $. 12. p.69 u. ff. und Laplace Tiheor. anal. d. prob. p. 257), 
dafs bei Einführung der Planeten in ihre Bahnen der Zufall nicht vorge- 
herrscht habe, da sich die Einwirkung des Zufalls mit der Stetigkeit der 
Naturgesetze nicht gut vereinigt, und die Annahme ener wirkenden Ur- 
sache am angemessensten scheint, so läfst sich mit ziemlicher Sicher- 
heit folgern, dafs bei Einführung der Planeten in ihre Balınen nur eine 
Ursache gewirkt habe, dafs diese aber durch Zufälligkeiten, etwa durch die 
excentrische Lage des Schwerpunctes, durch Zerspringen der Massen u. s. w. 
gestört und so die Divergenz der Planetenbahnen hervorgebracht worden sei. 











. | = 


332 21. Öttinger, Untersuchungen uber die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


In dem vorliegenden speciellen Falle wurde der kürzern Berech- 
nung wegen die Zahl der Planeten zu 10 statt zu 11 angenommen. Es 
ist einleuchtend, dafs der Werth der Wahrscheinlichkeit noch gröfser sein 
würde, wenn 11 Planeten in den Calcul aufgenommen worden wären. 

Man erkennt leicht den Zusammenhang, in welchem die Probleme in 
$. 14 bis 18. stehen. Sie gehören einer gröfsern Reihe von Problemen an. 
die in meiner oben angeführten Schrift zusammengestellt und auf combi- 
natorischem, so wie auf analytischem Wege behandelt wurden, und die 
wir deswegen hier nicht aufnehmen, sondern uns ihretwegen auf diese 





Schrift beziehen. 

Die Gleichung 2. $. 14. ist schon von Mosvre (in Miscellan. analyı. 
nach Lacroöc Wahrscheinl. Rechnung $. 53.) und von Laplace ( Theor. 
anal. d. prob. No. 13. p. 25 u. f.) mitgetheilt worden. Unter specieller 
Form findet sich in dem angeführten Werke p. 257 die Gleichung 7. die- 
ses Paragraphıs. 

( Die Fortsetzung folgt. ) 


Druckfehler. 


S.319 Z. 13 v. o., 8.320 Z. 16 v. o. und S. 321 Z.2 v. u. statt $. 11. lies $. 14. 
Ss. 320 Z.1 v. o. statt $. 13. lies $. 16. 
S, 322 2.14 vw. 0. statt $. 14. lies $. 17 
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u. 6 


22. 
Ueber die Deduction der Methode der kleinsten Qua- 
drate aus Begriffen der Wahrscheinliehkeitsreehnung. 


(Von Hrn. Dr. Reuschle, Prof. am Gymnasium zu Stuttgart. ) 


Man unterscheidet mit Recht in den höhern Zweigen der Analysis und 
ihrer Anwendungen zwischen der Metaphysik, d.h. der Festsetzung und 
analytischen Darstellung der Grundbegriffe, und zwischen dem Algorithmus, 
d. h. der Entwicklung der Formelnsysteme und Rechnungskunstgrifle, um 
in jedem Falle der Anwendung auf die kürzeste und netteste Art zum 
Ziel zu gelangen. Das letztere kann einen hohen Grad der Vollkommenheit 
erreicht haben und es können damit die schönsten Resultate ermittelt sein. 
während der erste Punct noch Manches zu wünschen übrig läfst; sei es. 
dafs noch eine wirkliche Unklarheit daselbst zurückblieb, oder dafs es we- 
nigstens noch an der Vermittlung mit den unmittelbarsten, elementaren Begrif- 
fen auf demselben Gebiete fehlt. Hieher scheint noch immer die Methode der 
kleinsten Quadrate zu gehören; vor allem, erstlich, der analytische Ausdruck 
für die Wahrscheinlichkeit, dafs dem beobachteten Werth einer Gröfse ein 
zwischen gewissen Gränzen enthaltener Fehler anhafte. Alsdann gehören aber 
auch noch folgende Puncte zur Metaphysik dieses Gegenstandes, nemlich 
zweitens, die allgemeinen Eigenschaften der eingeführten Function der Fehler- 
grüfse; drittens, das Prineip für die Auflösung der überbestimmten Aufgabe, 
eine gewisse Anzahl von Elementen aus einer gröfsern Anzahl beobachteter 
Werthe von Gröfsen herzuleiten, welche bekannte Ftunctionen jener Elemente 
sind; viertens, die plausibelste Bestimmung der vor der Hand unbestimmt 
gebliebenen Function der FKehlergröfse, zum Behuf wirklicher Berechnun- 
gen; und endlich fünftens, die Bestimmung der in dieser Function enthaltenen 
Constante zum Behuf der Schätzung der Präcision, welche den nach No. 3. 
und 4. ermittelten Werthen wirklich zukommt; was auf die Theorie des 
mittleren Fehlers hinausläuft. Der erste von den genannten Puncten ist es 
hauptsächlich, worin die meisten Darstellungen an einer Unklarheit leiden, 
welche, beziehungsweise, bis zur Aufstellung von geradezu sich wider- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 4. 44 
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sprechenden Behauptungen gehet und ihren Grund in der Verwechslung 
zweier Begriffe hat, der Wahrscheinlichkeit eines Beobachtungsfehlers, als 
eines einzelnen Ereignisses, mit dem Verhältnifs, welches zwischen diesen 
Wäahrscheinlichkeiten verschiedener Fehler statt findet, oder der Verwech- 
selung der relativen Wahrscheinlichkeit (Häufigkeit, Möglichkeit, Leichtig- 
keit). die einem Fehler, verglichen mit andern, zukommt, mit der absoluten 
Wahrscheinlichkeit desselben an sich, d.h., dafs er einem vorliegenden Be- 
obachtungsresultat wirklich anhafte. Diese zweierlei Wahrscheinlichkeiten 
sind denn auch heterogene Gröfsen; die letztere ist, als die eines einzelnen 
Ereignisses unter unendlich vielen möglichen, schlechthin Null für jede Gröfse 
des Fehlers, und wird erst zu einer endlichen Gröfse, wenn anstatt des 
bestimmten Kehlers ein unbestimmter, zwischen gewissen Gränzen enthal- 
tener Kehler betrachtet wird; die erstere dagegen ist, wofern der Fehler 
gewisse Gränzen nicht überschreitet, eine endliche Gröfse; wie denn über- 
haupt das Verhältnifs zweier verschwindenden Gröfsen keineswegs Null sein 
mufs; sie ist eine Gröfse, deren Werth der Erfahrung gemäfs um so gröfser 
ist, je kleiner der Fehler u. s. w. und die überhaupt auf eine gesetzmälsige 
Weise (wie angenommen werden darf, wenn sie auch direct sich nimmermehr 
ermitteln läfst) mit dem Werthe des Fehlers sich ändert und daher analytisch 
als eine Function des Fehlers zu betrachten und geometrisch durch Linien- 
Ordinaten einer Curve für die Fehlerwerthe als Abscissen, darzustellen ist, 
während alsdann, wie sich zeigen läfst, die erstere Wahrscheinlichkeit bei der 
eben eingeführten Erweiterung durch ein Integral zwischen den betreffen- 
den Gränzen ausgedrückt wird; was bei der geometrischen Barstellung 
Flächenräume giebt, und eben daher auf Null sich redueirt, wenn die Grän- 
zen eoineidiren oder aus dem unbestimmten Fehler ein bestimmter wird. 
Unter den mir bekannten Darstellungen ist allein die des berühm- 
ten Urhebers dieser Theorie frei von dem Vorwurf der gedachten Be- 
sriffsverwirrung *). Wenn nämlich allerdings in seiner ersten Darstellung 
(Theoria motus ete. pag. 109) jene wesentliche Unterscheidung noch nicht 
deutlich hervortritt, sondern in einen Doppeisinn des Wortes probabiltas 
sich versteckt, so ist sie völlig enthalten in der zweiten, in folgender Stelle 
der T’heoria combinationis etc. pag. 4: „Designando facihtatem relativam 
„erroris totalis x, in determinato observationum genere, per characteristicam 


=) Vergl. die Note zu dieser Abhandlung am Schlufs. 











929, Reuschle, uber die Methode der kleinsten Quadrate. 335 


„)e 


„px, hoc, propter errorum continuitatem, ita intelligendum erit, probabslita- 
„lem erroris inter limites infinite proximos © et dx esse = yx.dr. 
Freilich hat hier Gau/s nicht nur dem Leser es überlassen, die gehörigen 
Zwwischenbegriffe zwischen x und yx.dx einzuschalten, sondern demsel- 
ben gewissermalsen den Standpunect dazu verschoben, indem er, dem Wort- 
Ausdruck gemäls, in eine Art Doppel-Erklärung eine Definition und ein 
Theorem verschmilzt. Ebendeshalb aber konnte, trotz jener Stelle, selbst in 
Schriften, welche vou derselben ausgehen, wie z. B. die Darstellung in dem 
1831 erschienenen Supplementband zu Baumgärtner's Naturlehre, die Ver- 
wirrung sich wieder einstellen. Hier soll nämlich die von Gaufs gelassene 
Lücke dadurch ausgefüllt werden, dafs die Leichtigkeit, einen Fehler von 
der Gröfse x zu begehen, schlechtweg wieder beseitigt und die Wahr- 
scheinlichkeit, ihn begangen zu haben, dafür substituirt wird. Weil näm- 
lich jene eine Function von der Gröfse des Fehlers und diese um so gröfser 
sei, je leichter er zu begehen war, so sei auch diese Wahrscheinlichkeit 
eine Function 9x des Fehlers x, mithin die eines zwischen z und x -- dx 
liegenden Fehlers yx.d&. Andere Darstellungen ignoriren die von Gaufs 
angegebene Bedeutung der Function „x, wie es scheint, ganz, und ge- 
rathen, indem sie darunter mehr oder weniger direct die Wahrscheinlichkeit 
des Fehlers in einem bestimmten Beobachtungsresultat verstehen, in den 
Widerspruch, dafs 9x sowohl eine endliche Gröfse, als auch immer Null 
oder unendlich klein sein soll. Sei es, dafs dieser Widerspruch wirklich der 
Darstellung fühlbar werde, oder nicht: immer wird der Uebergang von px 
zu gx.dx, oder zum Integral, der unter jener Voraussetzung gar nicht 
möglich ist, entweder auf eine unklare Weise so gut als geradezu po- 
stulirt, oder durch entschieden irrige Begriffe nur scheinbar bewiesen. So 
dürfte es etwas unpassend sein, wenn Gruner? (im mathematischen Wörter- 
buch) die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler einer Beobachtung zwischen 
d und d-+-2 falle (wo 2 ein kleines Intervall sein soll, dessen Puncten, indem 
man sich den Gegenstand geometrisch vorstellt, gleiche Wahrscheinlichkeit 
zukomme, dafs der Fehler in einen von ihnen falle), aus den beiden Wahr- 
scheinlichkeiten zusammensetzt: einmal der, dafs der Fehler Ö sei, d.h. ad, 
daun der, dafs er in das Intervall 2 falle, welches 2 Puncte enthalte, und 
dann nach dem Princip der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit daraus 
schliefst, sie sei 290. Was endlich die sonst so schätzbare Abhandlung 
von Encke im astronomischen Jahrbuch betrifft, so scheint auch hier leider 
44 * 
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jene Verwechslung Statt zu finden, und ich erlaube mir darüber, bei aller 
Werthschätzung der Arbeit und bei aller Hochachtung vor ihrem Verfasser, 
folgende Bemerkungen; eben wegen des grofsen Werthes, der ihr zukommt 
und wegen dessen sie, so wie man über die sofort zu bezeichnenden Un- 
genauigkeiten in der Metaphysik im Beinen ist, zum Studium der Methode 
der kleinsten Quadrate nicht genug empfohlen werden kann. 


Nachdem Gaufs in seinen theoretischen Untersuchungen haupt- 
sächlich den Zweck verfolgt hatte, die Methode, auf den Grund weni- 
ger, kurz und einfach hingestellter Begriffe, als die plausibelste « prior? 
nachzuweisen, ohne sich dabei auf die Vermittelung mit elementaren Be- 
sriffen einzulassen: nachdem er selbst, so wie Encke und Andere, beson- 
ders aber Bessel, sie practisch mit so vielem Erfolg angewandt und hiermit 
ihre Plausibilität @ posterior? erhärtet hatte, wollte Encke in der genannten 
Abhandlung einen vollständigen Lehrbegriff des Gegenstandes geben und 
dabei die zuvor bezeichnete Lücke, die Gau/s gelassen, ausfüllen; wie es die 
Natur der Aufgabe mit sich brachte. Letzteres dürfte nun in soweit nicht ge- 
lungen sein, als die mehrfach erwähnte Verwechslung hier einen Einflufs hat, 
und es zeigt sich leicht, dafs auf dieser Alles beruht, was auszusetzen sein 
dürfte. Zwar braucht Encke manche Ausdrücke, namentlich „gesetzmälsiges 
Verhältnifs der Häufigkeit eines Fehlers,” welche an die rechte Auffassung der 
Function gx erinnern: allein wenn dieselbe als die Wahrscheinlichkeit des 
Fehlers x hingestellt und dahin erklärt wird, „dafs unter n beobachteten Feh- 
lern any. von der Gröfse x sein werden, und zwar um so näher, je gröfser 
n’ sei, so liegt darin die nicht passende Auffassung, mit allen ihren Folgen. 
Denn, erstens, dals diese Anzahl vielmehr nzya, wo 2 ein Unendlichkleines, 
wäre, was sich freilich, wenn man der Strenge gemäfs n—= x und ?—0 
setzt, auf den unbestimmten Ausdruck $ reducirt ( vergl. $.3.), geht schon 
aus der Analogie mit dem später aufgestellten und durch ein Beispiel aus 
den Fundamentis Astronomiae etc. empirisch erläuterten Satze hervor, dafs 
die Anzahl der in rn Beobachtungen vorkommenden Fehler zwischen x 


x. 
und x’, für ein grofses » sehr nahe durch nf dx.ypx ausgedrückt werde, 


x 


indem dem Integral nicht „x, sondern gx.dx oder ?y.r entspricht. Zweitens 


führt jene Erklärung sofort zu der unhaltbaren Gleichung Z yx—1, aus 


—n 


welcher dann die der vorhergehenden Discussion der Function 9x geradezu 
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widersprechende Folgerung gezogen wird: für ein bestimmtes «= müsse die 
Function gx ein Unendlichkleines sein. Drittens wird das Differential 
yx.da durch die Bemerkung untergeschoben, man drücke diese Bedingung, 
px für ein bestimmtes z unendlich klein, nach dem analytischen Sprach- 
gebrauch bequemer dadurch aus, dafs man nicht die Wahrscheinlichkeit 
eines bestimmten Fehlers allein betrachte, sondern die der Fehler innerhalb 
der unendlich nahen Gränzen 2 und 2--dx zusammen; und innerhalb der- 
selben werde der Werth von px als constant anzusehen und demnach die 
Wahrscheinlichkeit des Fehlers zwischen z und x&- dx durch yx.dx aus- 
zudrücken sein. 

Nach diesen historisch - kritischen Bemerkungen ist nun mein Haupt- 
zweck, den ersten der Puncte, die eben als zur Metaphysik unseres Ge- 
senstandes gehörig bezeichnet wurden, durch eine fafsliche und strenge 
Deduction ins Klare zu setzen. Dabei mufs ich mich aber, theils des Zu- 
sammenhanges wegen, theils weil hin und wieder Einiges nachzutragen ist, 
besonders in der "Theorie des mittleren Fehlers, auch auf die übrigen ein- 
lassen und eine Bemerkung über die überall in Anwendung kommenden 
Fundamentalsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorausschicken. 


Ss. 1. 


Die Sätze von der zusammengesetzten \Wahrscheinlichkeit. 


Versteht man überhaupt unter zusammengesetzter Wahrscheinlichkeit 
die eines Ereignisses, welches von mehreren andern abhängt, deren Wahr- 
scheinlichkeiten für sich betrachtet ww,, ©, u.s. w. und die von einander unab- 
hängig sind, so sind es zwei Fälle, die in Betracht kommen: erstlich, die 
Wahrscheinlichkeit, dafs irgend eines dieser Ereignisse eintrefle, die des 
kEintweder-Oder, welche W heifse, und zweitens, diejenige, dals diese Er- 
eignisse zusammentreflen, die des Sowohl-Als-auch, die mit W’ bezeichnet 


werden soll; und man beweiset, wenn man es mit discreten Zahlen von Fäl- 


” . n . 
len zu thun hat, wo alle Gröfsen «=» die Form 7 haben, leicht, dafs 


W = wtw-+t..w,. ud W' = w.W...W0, 
i u 7. 
ıst, wenn »n die Anzahl der partiellen Wahrscheinlichkeiten bezeichnet. Es 
fragt sich nun, ob diese Formeln allgemein sind und ob sie ohne Weiteres 


auch dann gebraucht werden dürfen, wenn es sich um stetige Gröfsenfolgen 
handelt; wie in unserem Falle, wo also die Gröfsen w nicht mehr die Form 
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N haben. Viele Schriftsteller dehnen jene Formeln ohne Weiteres auf 
J 


solehe Fälle aus, und es dürfte sich in der That nichts Entscheidendes 
dagegen sagen lassen; denn einerseits kann man den zweiten Fall an- 
nähernd immer auf den ersten zurückführen, indem man sehr grolse An- 
zahlen nimmt und etwa so schliefst: Da unter einer sehr grofsen Anzahl N 
von Beobachtungen 2 einen Fehler zwischen gewissen Gränzen haben werden 
(auch in diesem oder jenem empirischen Beispiel wirklich haben), so kann 


” ö + . r . n 
man annähernd die Wahrscheinlichkeit desselben durch — vorstellen, und 


Pi 


die Art, wie diese Näherungswerthe zu den Gröfsen W, W’ zu verbinden 
seien, d.h. nach den obigen Formeln, müsse auch noch gelten, wenn man die 
exacten Ausdrücke der partiellen Wahrscheinlichkeiten an ihre Stelle setze: 
andrerseits, wenn man allgemein davon ausgeht, die Gröfsen W und W’ 
als Funetionen der Gröfsen w zu betrachten, so müssen diese Functioneu 
so beschaffen sein, dafs sie, so wie sich bestimmte Mengen von Fällen un- 
terscheiden lassen, auf obige Formen sich redueiren; was wohl schwerlich 
anders möglich ist, als wenn dies ihre allgemeinen Formen sind. Encke 
fand für gut, den zweiten Satz für das Zusammentreffen mehrerer Fehler 
besonders zu beweisen; allein einmal geschieht es nur beispielsweise, als- 
dann aber nach dem oben erwähnten Annäherungsprineip, und dann auf 
den Grund der als unhaltbar nachgewiesenen Vorstellung, dafs nyx die 
Anzahl der Kehler x in n Beobachtungen sei. Gegenüber von alle dem 
läfst sich aber in der That auch ein allgemeiner Beweis der beiden Formeln 
geben, welcher von der Art, wie die partiellen Wahrscheinulichkeiten ausge- 
drückt sind, ganz unabhängig ist, während man, davon ausgehend, dafs im All- 
gemeinen 
We aa ir oe) ar A Men see 

zu setzen sei, nach innern Bedingungen die Form dieser Functionen zu 
bestimmen sucht. 

1. Es liegt nemlich in der Natur der Sache, dafs die Functionen 
F, F' nach der Gröfse ww symmetrisch sein müssen. 

2. Wenn eine der Gröfsen = Null wird, so verschwindet W‘. 
während sie aus der Function F geradezu herausfällt, so dafs W dieselbe 
E'unetion der übrigen ww» bleibt. Verschwinden daher alle bis auf ein w, so 
ist einerseits W — Fe; andrerseits mufs dann W — w sein, mithin Fo — w: 
eine Bedingung, der aber nicht nur die Summe aller Gröfsen ww, sondern 


auch z. BB W = yY{wi +} +....) Genüge leisten würde. 
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3. Dieselbe Eigenschaft bietet die Function F’ für den Fall dar. 
dafs eine der Gröfsen w auf die Einheit sich reducirt, d.h. dafs das durch 
sie vertretene Ereignils gewrfs ist. Diese Gröfse fällt einfach heraus, und 
W’ bleibt dieselbe Function der übrigen. Wären daher alle «© der Kinheit 
gleich, bis auf ein w, so ist einerseits W’— F’w; andrerseits mufls dann 
W— w sein, mithin Fw = w: eine Bedingung, der ebenfalls genügt wird, 
wenn F” überhaupt zwei eutgegengesetzte Operationen bezeichnet. 

4. Durch alle bisher gedachten Bedingungen ist nun die nähere Form 
der Functionen F, F°’ dahin indicirt, dafs F eine Function der Summe 
irgend welcher, aber einerlei, Kunctionen der einzelnen Gröfsen ww sei, 
F' dagegen eine Function des Products solcher Einzelfunetionen, d.h. 

W=f(yw-gpw;--...), W'—=f(yw.yww;X ...), 
so dafs 
f(yw) = w und fivw) = w 
ist; und ferner 
g0 —=(0, OO und we. 

5. Da es ferner in beiden Fällen einerlei sein mufs, nicht nur in 
welcher Ordnung man die Gröfsen w combinirt (No. 1.), sondern auch, 
in welchen Gruppen man sie zu neuen partiellen Wahrscheinlichkeiten zu- 
sammensetzt, um dann diese auf dieselbe Art zur totalen zusammenzusetzen, 
so müssen die Functionen F, F’ auch die Eigenschaft haben, dafs 


y \ zu nv, Y 7 
F(w,....@n) = F ıF (iz. 0,), F (W410. 10), F (Wurıseesr)aeesef 
f v y Y/ 7Y/ . 
FiF(F (ww; ode F(w,., .. Nr zes (U,rı9 oneo)goeeef 
ist (wo Ze B. ın — V - ” u - .... und dann wieder A y' + v" Yenesi U. S, W.), 


u. s. w. in allen erdenklichen Combinationen. Desgleichen bei F. Dies ist aber 
die ausschliefsliche Eigenschaft der Summen und Producte, sei es der Gröfsen 
w selbst, oder, um in gehöriger Allgemeinheit zu verfahren, irgend welcher 
Einzelfunetionen derselben, die aber wegen No. 1. für alle einerlei K'orm 
haben und wegen No. 2. mit ihnen verschwinden müssen. Da überdies 
die Summe der Gröfse W, das Product der Gröfse W’ entspricht (No. 2.). 
so führt diese Betrachtung zu 
W = ywm-+pw--...., W' — vw vu... 
6. Verbindet man dieses Resultat mit dem von No. 4., so erhellet, dafs 
f(yw) = yw und folglich yw — w, 

desgleichen 


fvw) = ww, mithin vw — w 
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sein mufs, und dafs also allgemein 
W = wi. +..-+w,; Wei X di 

Die in No. 5. gedachte Eigenschaft der Kunetionen F, F’ war je- 
denfalls zu erwähnen, als eine wesentliche, die ein Moment zur Bestimmung 
derselben liefern kann, und der darauf gegründete Beweis hat den Vorzug. 
für die beiden zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten ganz gleichartig zu 
sein. Allein man kann auch Umgang davon nehmen und den zweiten Satz 
für W‘ als eine Kolge des ersten für W nachweisen, diesen aber von dem 
in No. 4. gewonnenen Resultat aus durch folgende, bisher nicht verwendete 
Kigenschaft dieser Gröfse vollends demonstriren. 

7. Wenn alle Gröfsen w einander gleich sind, so ist offenbar 
W=--nw, indem nach dem Grundbegriff der Wahrscheinlichkeitsrechuung 
die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens irgend eines von n gleich wahr- 
scheinlichen Ereignissen das nfache von derjenigen eines bestimmten ein- 
zelnen derselben ist. Für diesen Fall folgt aber andrerseits aus No. 4. 

W = f(nyw), 
und mithin, wenn man die eben daselbst aufgestellte Gleichung 
w —= [(yw) 
mit der Bedingung W— nw verhindet, 
f(nyw) = nf(yw). 
Diese Kunctionalgleichung aber giebt f{yw) =yır = w; womit 
W = w,+..-+%, 
erwiesen ist. 

8. Nimmt man jetzt, um mittelst dieses Resultats das andere zu 
beweisen, zunächst blofs zwei partielle Wahrscheinlichkeiten er, ww‘, und 
setzt demgemäfs 


W' — #'(w, w), 


also auch, wenn := zu w-— fe wird, 

W'-1-4W' = F'(w-+4w, w'), 
so drückt Letzteres die Wahrscheinlichkeit aus, dafs das Ereignifs »=’ mit 
dem Ereignifs = -- I, folglich entweder mit w oder mit Aw coexistire, 
sofern man eben nach dem ersten Satze die Summe w-- Jw als die Ent- 
weder-Oder- Wahrscheinlichkeit jener Ereignisse betrachten kann, wovon 
das eine die Wahrscheinlichkeit ww, das andere die Sw hätte. Nun sind 
aber die vorhin genannten Wahrscheinlichkeiten 

F (ww) wd F'(4dw, w‘), 
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also hat man wiederum, nach dem ersten Satz: 

F'(w- dw, w) = F'(w, w‘)+EF'(dw, w'), 
woraus zufolge des allgemeinen Satzes von der Proportionalität, den ich 
im zweiten Hefte des 24sten Bandes dieses Journals bewiesen habe, folgt, 
dafs W’ der Gröfse w proportional, also 

W' = wfw 

ist; ferner aber, durch Wiederholung desselben Schlusses für «0, oder 
schon daraus, dafs W nach w und ww’ symmetrisch sein soll, 


W' — Cww/; 
endlich, da W=1, wenn w—= w'—1, was Ü=1 gieht: 
W' = ww‘; 


und daher auch bei beliebig vielen partiellen Wahrscheinlichkeiten: 
W —= wu, X...W,. 


$. 2. 
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen bestimmten Gränzen in einem gegebenen 
Beobachtungsresultat. 


Um nun den Ausdruck dieser Wahrscheinlichkeit W durch das be- 
stimmte Integral 


Ww — /dz.yz 


zu erweisen; wo a, 5 die Gränzwerthe des Fehlers sind und 9x eine 
Function der Fehlergröfse ist, welche die oben erörterte, von Gaufs auf- 
gestellte Bedeutung hat, gehe ich, da die Grundbegriffe der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung zunächst discrete Anzahlen betreffen, von einer ähnlichen 
Voraussetzung über die Beobachtungsfehler aus; und von da stufenweise 
fort zur Betrachtung einer Folge von stetig sich ändernden Fehlern, mit 
stetig sich änderndem Leichtigkeitsgrade. 

1. Es seien im Ganzen N Fehler von verschiedener Gröfse mög- 
lich, und alle gleich möglich (gleich leicht zu begehen, gleich häufig zu 
erwarten), so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs ein bestimmter unter ihnen 
einem gegebenen Beobachtungsresultat anhafte, . und wenn die N Fehler 


in Gruppen vertheilt werden, die n, n‘ u.s. w. Febler enthalten, so sind 


die Wahrscheinlichkeiten, dafs es einer der n, n’ etc. Fehler sei, bezie- 
hungsweise N ü N u.s. w.; d.h. die Wahrscheinlichkeit,. einen Febler aus 
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einer gewissen Gruppe zu hegehen, ist proportional der Anzahl der Fehler 
in dieser Gruppe. 

2. Nun seien Zwar immer noch die Fehler in jeglicher Gruppe 
sleich möglich, aber nieht die der verschiedenen Gruppen, sondern die 
k'ehler der ersten, zweiten u.s. w. sollen verschiedene Möglichkeitsgrade 
haben, die sich wie die Zahlen »n, m‘ etc. verhalten; welche Verhältnifs- 
zahlen man auf ganze Zahlen redueirt voraussetzen kann, (wenigstens mit 
beliebiger Annäherung bei irrationalen Verhältnissen). Dieser Fall redu- 
cirt sich aber auf den vorhergehenden durch die Bemerkung, dafs dies so- 
viel ist, als wenn die Gruppen nn, m‘n‘ etc. gleich mögliche Fehler ent- 
hielten. Setzt man daher M == Zmn, so sind die Wahrscheinlichkeiten. 


dafs der einem gegebenen Beobachtungsresultat anhaftende Fehler der ersten, 


v r it te G ’ er hö h . | waiklir . mn m! nn’ ‚ | 
zweiten etc. Gruppe angehöre, beziehungsweise „7, np Us w., dh 


proportional den Producten aus den Anzahlen der in den hetreflenden 
Gruppen enthaltenen Fehler in die zugehörigen Verhältnifszahlen der Mög- 
lichkeit. Da man ferner an die Stelle der letztern ihre Quotienten durch 
eine und dieselbe Zahl setzen kann, so sei k=7; Wo ad ete.; welche 
Werthe die Wahrscheinlichkeitscoefficienten der resp. Fehlergruppen heifsen 
sollen. Dann reduciren sich die Ausdrücke jener Wahrscheinlichkeiten auf 
die Producte kn, kn’ u.s. w. 

3. Wir wollen jetzt au die Stelle der discreten Mengen von Feh- 
lern eine stetige Grölsenfolge innerhalb der absoluten Fehlergränzen setzen, 
und Z sei der Unterschied oder das Intervall zwischen dem gröfsten positiven 
und dem gröfsten negativen Fehler; desgleichen sollen alsdann au die Stelle 
jener Gruppen Intervalle ö, # u. s. w. innerhalb des Total-Intervalls Z treten. 

Sind wiederum zuerst alle Fehler gleich möglich, so ist offenbar die 
Wahrscheinlichkeit ww», dafs der einem gegebenen Beobachtungsresultat an- 
haftende Febler in ein solches Intervall © falle, (d. h. zwischen den Wer- 
then x und z--2 enthalten sei), eine blofse Function von ?, 


@12: zur f?, 
und desgleichen 


w-+4d4w — fi+ 20). 
Aber andrerseits ist die Wahrscheinlichkeit w-- /w, dals der Fehler in das 
Intervall ö-1- 4 falle, soviel als die, dafs er entweder in das Intervall ö, oder 
in das Intervall 42 falle: mithin ist sie die Summe der beiden Wahrschein- 
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lichkeiten, die sieh auf beide Intervalle für sich beziehen und deren Ausdrücke 
w = ft und f(Ii) = Jw 
sind. Man hat also zur Bestimmung der Function f die Functionalgleichung 
fäd-+a) = fi+fai), 
aus welcher nach dem oben ($.1, 8.) eitirten Satze folgt, dafs die Wahr- 
scheinlichkeit dem Intervall 2 proportional, also dafs 
w.i= U 
ist. wo C eine Constante bedeutet. Um dieselbe zu bestimmen, erinnern 
wir uns, dafs die natürliche Einheit der Wahrscheinlichkeiten die @ewrfs- 
heit ist. und dafs diese, w——=1, eintritt, wenn ?—J. Demnach ist 
I —= CI, mithin Ü - und w —= 1: 

Sollte Jemand dieses Resultat als für sich evident erklären, so 
habe ich nichts Entscheidendes dagegen einzuwenden und: stelle es eines 
Jeden Geschmack anheim, ob er diese Proportionalität, oder den allgemeinen 
Satz von der Entweder-Oder-Wahrscheinlichkeit, worauf der Beweis 
sich gründet, für unmittelbarer halten wolle. (Dieser Satz läfst sich nämlielı 
für unsern Fall unter Voraussetzung des Resultats dieser Nummer ebenso 
einfach. beweisen, wie im Kalle disereter Anzahlen.) 


4. Es seien nun die Fehler in den einzelnen Intervallen nicht gleich 
möglich, und die Verhältnifszahlen der Möglichkeit seien wie in No. 2. resp. 
etc.: so zeigt sich, durch ganz ähnliche Schlüsse wie dort, indem 


m, m’ 


nun gemäfs No.3. die Gröfsen der Intervalle ? an die Stelle der Anzahlen 
n treten, dals, wenn 

M == mi- mi... 
gesetzt wird, und überdies die Quotienten 


wi. BER. 

k= 7: BE vw | 
unter dem Namen. Wahrscheinlichkeitscoefficienten , wie, dort, eingeführt 
werden, die Wahrscheinlichkeiten für die einzelnen Intervalle durch die Pro- 


ducte aus deren Gröfsen in jene Coefficienten gemessen werden und dafs 





w— ki, w —= kr us. w. isl 
Uebrigens hat man, eben so wenig wie in No. 2., nöthig, auf die 
gedachte Vorstellung sich einzulassen, sondern kaun einfach‘ wie folgt 
schliefsen. Da bei gleicher Möglichkeit die Wahrscheinlichkeiten erwiesener- 
maalsen sich verhalten wie die Intervalle, bei gleichen Intervallen aber 
45 * 
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offenbar wie die Verhältnifszahlen der Möglichkeit, so verhalten sie sich, 
wenn beide verschieden sind, wie die Producte aus beiden, d.h., es ist 
w — Umi, w — Um’’ us. w.; 
nur ist dann noch die Constante zu bestimmen. Summirt man aber alle 
diese Gleichungen für das ganze Intervall J, was 
Zw —= ÜZmi 
giebt, so ist Zmi— M und Zw=1, mithin 


1 mi . 
Ü — Mm und © —= u = ki. 


5. Es zerfalle nunmehr das Total-Intervall Z der Fehler in eine 
Menge gleich grofser Intervalle :, so dafs der Wahrscheinlichkeitscoöfficient 
in jedem derselben constant sei, aber von einem zum andern sich ändere, 
und es handle sich um den Ausdruck der Wahrscheinlichkeit w, dafs der 
Fehler eines gegebenen Beobachtungsresultats zwischen z und 2-42 oder 
in das Intervall 4x falle, welches eine Anzahl » jener Intervalle 2 enthält, 
so dafs Jz —= ni. Die Intervalle © zwischen z und z-+, =- und 
x --23 u.s. w. sollen der Reihe nach das nullte, erste u. s. w. bis zum 
n — iten heifsen, und die zugehörigen Wahrscheinlichkeitscoefficienten seien 
Yos Yıs ee Yacı, So sind die Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers innerhalb 
der einzelnen Intervalle der Reihe nach 

Yalıt.:Kafar 100 Nolaalls 
und diejenige, dafs der Fehler in irgend eines derselben, mithin in das 
Intervall 4x falle, ist als Summe jener partiellen Wahrscheinlichkeit, 
w = (YtYt-++tYyo)t 

6. Diese Wahrscheinlichkeit vw ist nun die Hülfsgröfse, welche mit 
der gesuchten Wahrscheinlichkeit W coincidirt, wenn 2 unendlich grofs 
oder 2 unendlich klein wird; und da alsdann die Wahrscheinlichkeitscoef- 
ficienten von einem Fehler zum andern sich ändern, und zwar, wie wenig- 
stens als nahezu richtig jedenfalls angenommen werden darf (cf. $.3.), 
auf stetige Weise, so sind zugleich die Gröfsen y, als die successiven 
Werthe einer stetigen Function der Fehlergröfse, als Variabeln zu betrach- 
ten. Setzt man demnach 

Y.57 9#5 


welche Function nun offenbar die von Gaufs ihr beigelegte Bedeutung 
hat und füglich den Namen Wahrscheinlichkeitscoefficient des Fehlers x 
führt, so ist 
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w— [yr+y(r +2)... gl (Rn — 1)2)]: 
a (0.2.22). 2, 


i=U0 n 





und diese Summe geht, nach einem bekannten Fundamentalsatz der Analysis, 
für n—= x oder 2=U in das Integral zwischen den Gränzen x und 


x --4x über, nemlich in 
x+fx 
" / dz.px, 


% 


oder, wenn insbesondere 2 —.«a, 2--4x2—=b gesetzt wird, in 


b 
w wi f dxz.px. 
a 


Dieser Satz, welcher bei der einfachen Infinitesimalmethode die Er- 
klärung des Integrals selbst ist, wird übrigens dadurch bewiesen, dafs die 
Entwicklung jener Summe nach 2 aus zwei Theilen besteht: einem Theile, 
der mit 2 verschwindet, und einem, aus welchem vermöge n? — Az die Zahl 
n sich wegschaflen läfst, nämlich aus 


px.1C-- = ; ee u 





d. h. aus der Entwicklung des Integrals S N ge.gr nach 4x, indem. 


wenn Fx die Function ist, deren Ableitung px, 


ST aw.yz — F(@x-+h)—Fx 


x 


dFx dFx 4x: 
dx IST dx? a Er! 
= g2dz 77 es . er ee 


7. Zugleich erhellet hieraus, dafs die Wahrscheinlichkeit, um die es 
sich handelt, immer in eine Reihe nach Potenzen des Intervalls, in welchem 
der Fehler enthalten sein soll, sich entwickeln läfst. Je kleiner nun das 
Intervall ist, um so maafsgebender wird das erste Glied, und mit um so 
grölserer Annäherung kann die Wahrscheinlichkeit w, dafs der Fehler eines 
Beobachtungsresultats zwischen 2 — a und 2 —=a--i liegen werde, wo 
jenes sehr kleine Intervall ist, durch 


w— ipa 
anstatt durch 


w— ilpya-ttigat....), 
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dpx & . N j i 
wo gr = -— u. 8. w. ist, vorgestellt werden. Wie sich dies, hier 
, E 


vom rein analytischen Standpunct aus bemerkt, zum empirischen Sach- 
bestande verhält, wird im nächsten Paragraph zur Sprache kommen. 

8. Was endlich das unbestimmte Integral oder die Function Fx 
(No. 6.), deren Ableitung gx ist, betrifft, so verhält es sich hier wie mit 
andern Anwendungen der Integralrechnung, z. B. auf den Flächenraum 
einer Curve. So wie man diesen als eine Function der Abscisse, deren 
Ableitung alsdann die die Ordinate vorstellende Function der Abscisse ist, 
betrachtet, natürlich (da eigentlich einem bestimmten Abscissenwerth zunächst 
var kein Werth jener Funetion entspricht) in dem Sinne, dafs die betref- 
(ende FKunetion einen vom unbestimmten Anfange bis zu irgend einem Ab- 
seissenwerth, oder von diesem an ins Unbestimmte sich erstreckenden Flächen- 
raum vorstellt: so kann man auch in unserem Falle die Wahrscheinlichkeit. 
dafs einem Beobachtungsresultat ein unbestimmter Fehler auhafte, von dem 
nämlich nur eine Gränze, d.h. irgend ein möglicher Feblerwerth & gegeben 
ist. als eine Funetion Fx dieses Kehlerwertlies aufstellen, von welcher die 
Ableitung nach x alsdaun eine andere Function x von & ist, deren Bedeu- 
tung sich sofort als die des Wahrscheinlichkeitsco6fücienten ergeben müfste. 
Man könnte hiebei auch direet nach der Nörrenbergschen Methode zu Werke 
sehen (s. „Ueber die Diflerentialeoeflicienten unbekannter Functionen,” eine 
Abhandlung Nörrenbergs in der Baumgarten - Eitinghausenschen Zeitschrift, 
die einen wesentlichen Nachtrag zur Functionentheorie bildet): indels wür- 
den die Hauptmomente der Aufstellung und Entwicklung der Hülfsgröfse 
init denen der obigen Deduction Zusammentreffen; die mir im Uebrigen ge- 
netischer zu sein scheint. 


S. 3. 
Untersuchungen über die Function gr. 


I. Die Gesetze, denen man, übereinstimmend mit der Erfahrung, die 
zufälligen Fehler guter Beobachtungen unterwirft, sind bekanntlich folgende 
drei. Erstens, positive und negative, dem Zahlenwerth nach gleiche Fehler, 
sind gleich möglich. Zaweitens, für jede Gattung von Beobachtungen giebt 
es eine Gränze der absoluten Gröfse der Fehler, über welche hinaus kein 
Fehler mehr möglich ist, so dafs, wenn g diese Gränze bezeichnet, das Total- 
Intervall der möglichen Kehler /=2g, und 20 der mittlere Fehler ist. 


Drittens, innerhalb der Gränzen +9 der möglichen Fehler hängt der Grad 











k4 
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der Möglichkeit oder Wahrscheinlichkeit von der Gröfse der Kehler ab. 
so dafs derselbe von der Fehlergränze an nach dem mittleren Fehler = — 0 
zu, wo er sein Maximum erreicht, stetig (wenigstens nahezu) zunimmt; aber 
nicht proportional zu der Fehlergröfse, sondern um das Maximum her lang- 
sam, nach den Gränzen zu rasch sich ändernd. Durch diese Gesetze ist aber 
bereits diejenige Form der Function „x als die einfachste indicirt, welche 
sofort durch die weitere Bedingung, der mau sie unterwirft, dafs sie näm- 
lich zu dem Prineip des arithmetischen Mittels führen soll, wirklich fest- 
gesetzt wird; wozu noch ersichtlicherweise kommt, dafs diese Funetion für 
jeden möglichen Fehlerwerth einen einzigen posiliven Werth geben mufs; 
denn wenn das erste Gesetz eine gerade Function von © anzeigt, so wird 
das dritte durch eine mit z abnehmende Exponentialfunction dargestellt. 
Man wird mithin nach Allem auf 
Bee, 
wo e die gewöhnliche Bedeutung hat und C’ und e wesentlich positive Uon- 
stanten sind, geführt; als auf die einfachste stetige Function, welche zu- 
nächst denjenigen Bedingungen genügt, die innerhalb der Fehlergränzen 
stattfinden. Dazu kommt aber noch die im zweiten Gesetz enthaltene Be- 
divgung, und man könnte versucht sein, dieselbe dadurch darzustellen, dals 
die Function an den Fehlergränzen für 2 —+g verschwinden und jenseits 
derselben unmögliche Werthe, wozu für unsern Fall nicht blofs imaginäre, 
sondern auch negative Werthe gehören, geben solle. Wenn ferner die Dar- 
stellung der Unmöglichkeit durch imaginäre Werthe unvereinbar ist mit deı 
Bedingung des einzigen positiven Werthes innerhalb der Kehlergränzen, so 
würden negative Werthe dazu sich eignen, wenn man noch die wesentlich 
positive Constante EC’ beifügt und 
92 = Ce —C', 
d.h., wegen 2 —=0 für = +39, 
yr = Le — er‘) 

setzt. Allein diese Auffassung des zweiten Gesetzes ist unstatthaft: denn 
da die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler eines Beobachtungsresultats zwi- 
schen den Fehlergränzen, folglich auch: zwischen zwei noch entlegenereu 
Werthen von x enthalten sei, Gewifsheit sein mufs, so hat man nicht nur, 


was auch die Funetion px sein mag, 
+g 
v de.yr —=1, 
-g 
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sondern auch 
+ RER 
f dy.yz =1; 
on 


was bei der letziern Form von 9x überhaupt bei jener Darstellung des 

dritten Gesetzes nicht möglich ist. Es kann daher dasselbe nur dadnrch 

dargestellt werden, dafs yx nicht blofs für die Fehlergränzen, sondern auch 

für alle dieselben überschreitenden Werthe von z verschwinden soll, so dafs 
+g ro 

/ da.ya= f dze.yx —=1 


N 





ist. Allein dann ist 9x eine discontinuirliche Function; und dies wäre nun 
entweder genau analytisch darzustellen, oder blofs näherungsweise, durch 
eine stetige Function, welche zwar für keinen Werth von x verschwindet, 
aber bei einiger Zunahme von x so rasch abnimmt, dafs sie von den Fehler- 
gränzen an nicht nur selbst unmerklich kleine Werthe hat, sondern auch 


das Integral 
/ dz.px 


zu einer zu vernachlässigenden Gröfse macht. Dies ist nun eben der Fall 
bei einer Exponentialfunction wie e”“”°, und man kann sich dann auch noch 
erlauben, an die Stelle der die Constante C bestimmenden Bedivugung 


+2 | 
cs dz.e“* —— l, 


aus welcher man für C eine Function von g und c erhielte, näherungsweise 


C/ dx.e® —41 


zu setzen, wodurch, nach dem bekannten Werthe dieses Integrals, C eine 
blofse Function von e wird, nämlich, indem man A? für c setzt, 

C= 7 und somit x — r wer 
so dafs es sich jetzt nur noch um die eine Constante % handelt. Diese 
näherungsweise Behandlung kann man sich um so eher erlauben, als die 
Fehlergränze nie genau bekannt, sondern, wie jede empirische Gröfse, über- 
haupt als eine unbestimmte, zwischen gewissen, wenn auch noch so engen 
Gränzen enthaltene Gröfse anzusehen ist. 

Il. Die letztere Bemerkung führt zu einer weiteren Betrachtung 
über die Natur der Function „x, wonach die dafür aufgestellte stetige 


Form nicht nur deswegen eine genäherte ist, weil die Bedingungen, die 
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dazu führen, nur auf Plausibilitätsgründen beruhen; auch schon weil au 
der F'ehlergränze eine Auflösung der Stetigkeit wirklich Statt findet: son- 
dern ich glaube, man darf noch weiter gehen, und behaupten, dafs über- 
haupt stetige Functionen, wie die bestimmten Integrale in diesem und 
dem vorigen Paragraph, eigentlich von analytischer Seite nur ais Nähe- 
rungen zu betrachten sind, während die in 8.2. als Hülfsgröfse betrach- 
tete Summe eigentlich dem empirischen Sachbestande am getreuesten ent- 
spricht. Da es nämlich für jede Gattung von Beobachtungen eine Gränze 
des nicht mehr Wahrnehmbaren und daher auch nicht mehr Unterscheidbaren 
giebt, so sind empirisch alle Werthe des Fehlers x, deren Unterschiede 
jene Gränze nicht übersteigen, als gleich anzusehen, und gleich leicht zu 
begehen; und mithin ist der Wahrscheinlichkeitscoöfficient innerhalb eines 
Intervalls von dieser Kleinheit erfahrungsmäfsig wirklich constant. Be- 
zeichnet daher fortan 2 eine solche kleine Gröfse, so darf px mit Recht 
als die Wahrscheinlichkeit eines einem Beobachtungsresultat auhaftenden 
Fehlers zwischen x und &-1-2, oder vielmehr zwischen 2 — 1: und x 13, 
betrachtet werden, und kann auch Wahrscheinlichkeit des Fehlers x heilsen. 
insofern derselbe, als empirische Gröfse, eben auch nur einen zwischen solchen 
Gränzen enthaltenen Fehler bedeuten kann. — Von diesem Gesichtspunete 
aus dürfte sich auch noch eine Bedenklichkeit erledigen, die gegen die An- 
forderungen an die Function Y2, wie sie in der vorigen Nummer ange- 
seben wurden, erhoben werden könnte. Da nämlich „x von der Fehler- 
gränze an mit abnehmendem x zunehmen mufs, so könnte noch gefragt 
werden, ob sich dieser Gang der Function genau bis = —0 erstrecke, 
oder ob nicht etwa für diesen Werth ein relatives Minimum, und zu jeder 
Seite desselben ein absolutes Maximum Statt finden möchte. Es geht aber 
aus den Besselschen Rechnungen in den Fundamentis Astronomiae her- 
vor, dafs solches jedenfalls in einem Abstande vom Nullwerth Statt finden 
mufs, der die vielbesprochene Kleinheit nicht übersteigt: dafs also die 
drei Werthe, die beiden Maxima und das Minimum, in ein Intervall fallen 
werden, innerhalb dessen man vielmehr einen gleichen Wahrscheinlichkeits- 
srad, mithin einerlei Werth von px, der dann dem Werthe «= 0 ent- 
spricht, zu fordern hat. 

IH. So wenig die relative Wahrscheinlichkeit eines Fehlers mit der 
absoluten verwechselt werden darf, so wenig läfst sich doch jene auf diese, 
oder der Wahrscheinlichkeitscoefficient auf eine Wahrscheinlichkeit zurück- 
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führen. Gehen wir auf die ursprüngliche Festsetzung $. 2. 4. zurück, wo 
noch beliebig ist, und setzen 2=—=1, so ist w—k: d.h. der Wahrscheinlich- 
keitscoöflicient ist gleich der Wahrscheinlichkeit. Eben so verhält es sich, 
wenn wir nach dem Gesichtspunct der vorigen Nummer für die Wahrschein- 
lichkeit des Fehlers x, 
w — ipX 

setzen und sofort die sehr kleine Gröfse 2 zur Einheit der Fehlergröfsen 
nehmen. Weiterhin kann man aber auch, in Voraussetzung einer vollkom- 
men stetigen Aenderung des Wahrscheinlichkeitscoöfficienten, sagen, er, 
d. h. die Function 92, sei die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler zwischen 
© und =--2 enthalten sei, wenn 2 zur Einheit genommen würde und alle 
Kehler in diesem Einheits-Intervall gleich möglich wären. 


IV. Bedeutet 0 die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen 
gewissen Gränzen, der einem Beobachtungsresultat anhaftet, sei es, dafs 


. b .. . . . + 
er durch 2yx, oder durch ri dz.gyx auszudrücken ist: so ist die Wahr- 


scheinlichkeit, dafs der Fehler irgend einer von N Beobachtungen anhafte, 
No, und wenn N hinreichend grofs ist, damit Nw = 1, so läfst sich mit Ge- 
wifsheit erwarten, dafs der betreffende Fehler in den N Beobachtungen sich 
finden werde; und zwar mmal, wenn m die ganze Zahl ist, die zunächst klei- 
ner ist als No. Man kann daher überhaupt sagen, dafs Nr die Anzahl 
ausdrücke, wie oft der Fehler, dessen Wahrscheinlichkeit ı= ist, in einer 
Anzalıl N von Beobachtungen gesetzmäfsig vorkommen sollte: und die er- 
wähnten Besselschen Rechnungen haben gezeigt, dafs die nach der in No. 1. 
aufgestellten Form der Kunetion 9x berechneten Werthe von Nw mit 
der Erfahrung gut übereinstimmen. Ist insbesondere 2 —:px, wo? die 


. i fl j } 
Bedeutung von No. Il. haben soll, und setzt man 2 — —, wo I wie in $.2. 


das Total-Intervall der Fehler 2 = 2g ausdrückt, so hat man N A px; was 
sich für N—n auf Ipgx oder 29yx reducirt; und hieraus erhellt, dafs, 
wenn es sich um die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Fehlers im strengen 
Sinne in einer Anzahl von Beobachtungen handelt, also wenn 2 unendlich 


ist, dieselbe für jede endliche Anzahl N unendlich klein ist und nur für eine 
unendliche Menge von Beobachtungen auf den endlichen Werth Iyx sich 
redueirt, der überhaupt für N—n statt findet. (Man vergleiche hiemit die 
Bemerkung im Eingange bei der Besprechung der Enkeschen Darstellung.) 
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S. 4. 
Prineip für die Herleitung einer Anzahl von Elementen aus einer gröfsern Anzahl von 
Beobachtungen. 


Es handelt sich jetzt darum, zu beweisen, dafs aus 2 Beobachtun- 
zen, deren unmittelbare Gegenstände bekannte FKunctionen von V Ele- 
menten sind. wobei n > V, die besten oder wahrscheinlichsten Werthe 
dieser Elemente diejenigen sein werden, welche das Produet der Wahr- 
scheinlichkeitscoöfficienten der n Beohachtungsfehler &,, ©, .... x 


P= PILLPLILX ee X YL, 

zu einem Maximum machen; was bei Zugrundelegung der Functionsform 
RR gerrxa 
Yyp 
die Methode der kleinsten Quadrate giebt. 

t. Nach 8.1. ist die Wahrscheinlichkeit W, dafs in rn Beobachtun- 
sen die Fehler &,....z, co@xistiren, deren Wahrscheinlichkeiten für sich 
W,.o..70, Sind, das Product 


4 ii = 


WE BWNXT 

woraus sich 

Wera ya X Kap 
ergiebt, wenn man für die Wahrscheinlichkeiten der K'ehler, aus dem Ge- 
sichtspuncte $.3. I., 

o, = 1920, m —= Id, WE.W. 

setzt, wo 2 eine beliebig kleine Gröfse bedeutet, die das Unmerklich- Kleine 
auf dem betreffenden Gebiet keinesfalls übersteigt. Alsdann aber erhellet 
ferner, dafs das Maximum von W, da auf :, als Constante, nichts ankommt. 
mit demjenigen von P zugleich gegeben ist. — Setzt man dagegen, vom 
analytischem Standpuncte aus, die vollständigen Wertbe 


. .72 dys, 
wm; _——- 2 f Wan _ 2 4 A dx. u. ..... 
«A, 1 


| 
der Wahrscheinlichkeiten, dafs die n Fehler zwischen x, und 2 -+:, «. 
und 2,--2 us. w. enthalten seien, so erhält man für IV eine nach Poten- 
zen von ? fortschreitende Reihe; nämlich man erhält, wenn die Coöfficienten 
dieser Entwicklung mit P, P’ u. s. w. bezeichnet werden, nebst dem was 
Producte der Functionen y und ihrer Ableitungen und constante Divisoren 


sind, wobei insbesondere P den obigen Werth hat: 
W = «(P-+iP-—....) 





„ dpx, 


ws —- typ 2,—-42 .... U. SS. W. 





dx, 


46 % 
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Je kleiner nun ? ist, um desto mehr wird die Coexistenz bestimmter, oder 
vielmehr mit dem Spielraum des Unendlich - Kleinen begabter Beobach- 
tungsfehler ausgedrückt: desto maalsgebender wird aber auch für den Werth 
von W die Gröfse des Gocfficienten P, und mit desto gröfserer Annähe- 
rung kann man PV als der Gröfse P proportional und diese als den Walhır- 
scheinlichkeitscoefficienten des ganzen Fehlersystems (2,, &,, ....) betrachten: 
desto mehr endlich wird das Maximum von W mit dem von P zugleich 
sereben sein. Auf diese Weise hätte man also hier ein Näherungsresultat. 

2. Sind nun die n Gröfsen, deren mit den Fehlern &,, &, »».». 
beobachtete Werthe @,, @,, -..., sind, bekannte Fuunctionen fi, fa, --.. von N 
Elementen P, 9 ...., um deren wahrscheiulichste Bestimmung nach diesen 
Beobachtungen es sich handelt, so sind diese plausibelsten Werthe von 
P, 95 +... offenbar diejenigen, welche mit allen Beobachtungen zusammen am 
besten übereinstimmen, welche also Werthe der Functionen f}, f;, .... der Art 
liefern, dafs die Differenzen fi — 4, &k — a, u. Ss. w., d.h. die Fehler z,, x;,.... 
möglichst klein, mithin die Functionen 9&x,, 2, u. s. w., und folglich die 
Wahrscheinlichkeiten 2p2%,, 2px, u.s. w. der Fehler möglichst grofs wer- 
den: aber nicht die einzelnen für sich, sondern alle, ausgleichenderweise, 
zusammen, d. h. so, dafs die Wahrscheinlichkeit ihrer Coexistenz, die Gröfse 
W, mithin nach No. 1. das Product P der Wahrscheinlichkeitscoöfficienten, 
ein Maximum wird, und dafs endlich, bei der angenommenen Form der 
Function „x, die Quadratensumme der Fehler ein Minimum ist. 

3. Bis jetzt habe ich mich nicht davon überzeugen können, dafs 
diese oder eine ähnliche Darstelluug zum Beweise des Satzes nicht hin- 
reiche; und also auch nicht davon, dafs hierzu der von Gaufs in der Theoria 
motus $. 176. aufgestellte allgemeine Satz nothwendig sein sollte. Seien, 
um noch näher hierauf einzugehen, p‘, g‘, ....; 9°, 9, .... zwei verschiedene 
hypothetisch angenommene Werthsysteme der Elemente, und fi, fa’, »---; 
ff‘, »».. die danach berechneten Werthe der Functionen f, also die 
Differenzen 
fu = 05, fr’ —-@= ©, us. w die Fehler in der ersten, 





“a1, £'"—m;—=@, us. w. diejenigen in der zweiten Hypothese, 
endlich x, 9%‘, «... P’ die Wahrscheinlichkeitscoeffieienten der einzelnen 


Fehler und ihrer Coexistenz (denen nach No. 1. die Wahrscheinlichkeiten 


selbst proportional gelten, sei es auch nur annähernd) in der ersten; ebenso 
px, Pays... P die in der zweiten Hypothese: so ist offenbar diejenige 
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der beiden Hypothesen vorzuziehen, welche den gröfsern Werth von P liefert, 
weil sie hierdurch mit dem Inbegriff der Beobachtungen besser übereinstimmt, 
indem sie ihre Fehler im Ganzen kleiner, also wahrscheinlicher macht. 
Weiter zu gehen ist aber nicht nöthig; es ist ganz gleichgültig, wie die 
Wahrscheinlichkeiten der Hypothesen analytisch darzustellen sein mögen, 
und ob sie denen der entsprechenden Fehlersysteme proportional sind, 
oder nicht. 
$. >. 

Betrachtungen über das arithmetische Mittel und über die mittleren Werthe überhaupt. 

Bekanntlich wird die mehrerwähnte Form der Function yx, wie sie 
schon durch die Betrachtungen in $.3. als die einfachste der den allgemei- 
nen Bedingungen genügenden stetigen F'unctionen sich dargeboten hat, durch 
die weitere Bedingung wirklich hergeleitet, dafs das im vorigen Paragraph 
aufgestellte Prineip in dem besondern, einfachsten Falle, wo es sich um ein 
einziges Element handelt, welches zugleich Gegenstand der unmittelbaren 
Beobachtung ist, auf das Princip des arithmetischen Mittels sich reduciren 
soll. Deshalb sucht Encke dieses Princip a priori, wenn nicht zu beweisen, 
so doch plausibel zu machen. Uebrigens führt seine Betrachtung streng ge- 
nommen nur dahin, dafs der wahrscheinlichste Werth einer Gröfse, aus n 
beobachteten Werthen derselben, eine lineäre symmetrische Function dieser 
Werthe, und zwar von der Art sein müsse, dafs sie, im Fall jene n Be- 
obachtungswerthe einander gleich wären, auf diesen, dann einzig möglichen 
Werth, sich reduciren würde. Dies geht aus folgenden Bemerkungen hervor; 
zugleich aber, dafs das arithmetische Mittel ganz besonders sich empfiehlt. 

I. Es sei x der gesuchte plausibelste, a,, .... a, seien die beobach- 
teten n Werthe, S,, sei die Summe ihrer mten Potenzen; ferner seien Ü',, Ü,, 
V,„, V,. resp. die Summen ihrer Combinationen ohne und mit-, und ihrer Va- 
riationen ohne und mit Wiederholungen zur mten Classe, deren Anzahlen 


beziehungsweise 
aa —1)...n—m+1) 








Sasmn f | 
„= SE wage ı m na —1)..(n—m--1), 
n(n-+1)....(n+-m—1 , 
M ua ( + ya ( - ) v, —— n” 
1.2....M 
sind: so sind die Functionen 
m m m m m 








Sn, 0m, Wa, yoi, Jr 
nn f VY’ Um . Y Cin ? Um 
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sämmtlich, für alle Anzahlen m, von der Art, dafs sie jenen Bedingungen 
Genüge leisten; zugleich aber Mittelgröfsen der gegebenen, wofern man nur 
in etwaigen Fällen, wo die beobachteten Werthe theils positiv, theils negativ 
sein können, nicht nur diejenigen ausschliefst, welche imaginär sind, sondern 
auch diejenigen, welche die Zeichen -Unterschiede verwischen würden, wäh- 
rend, wenn die Gröfsen @ sämmtlich positiv sind, jene Behauptung von allen 
gilt. Davon sind übrigens die zweite und dritte immer identisch; denn es ist 


y. 23. ur, ee; 


und als besonderer Fall ist darin das sogenaunte geometrische Mittel 4 ent- 
halten; deun für m —=n ist 
LG =, Xucrß, wid eo, 38, 


m 
u RA ir; 
und es reducirt sich mithin die Function \ un auf 
m 


n 


/ — via, do, 4 .... a.) 
Da ferner die letzte der obigen Functionen für alle Werthe von »r auf 
(las arithmetische Mittel p sich reducirt, indem 





gi _—— (a, 44, - ER ug mithin 
n m 
in VER SETne y 
nl TZ n 


das arithmetische Mittel ist, welches sich auch aus der ersten Korm für 
nm -—1 ergiebt: so bleiben die drei allgemeinen Formen 


m m m 

. y nn 
/Dm / Cm [Em 
I ’ } Cm 2 } Cm 


für © übrig. die man noch vermehren könnte, wenn man die Potenzen 





der Grölsen a aufs neue combinirte und die unter dem Namen arithme- 
tischer Mittel verschiedener Ordnungen begriffenen zusammenfafste, (so dafs 
» dasjenige der ersten Ordnung wäre;) wenn man es nicht etwa vorzieht, 
diese Benennung auf die in der ersten Form enthaltenen Functionen zu 
beschränken. 

1. Unter allen in jenen Formen enthaltenen Functionen der Gröfse 
a ist nun die des arithmetischen Mittels p die einfachste, und insofern die 
natürlichste und zweckmäfsigste; wenn dem sonst nichts entgegensteht. 
Dazu kommen aber noch folgende sie empfehlende Kigenschaften. 

1. Dem. dafs für z2==p die Summe der Unterschiede verschwin- 


det und Ze —a) —V, mithin Z(e— a) ein Minimum ist. steht zwar 











N 
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ın 
J y 


. .. . id . .. ;,@ 
Aehnliches für die andere zur Seite, indem, wenn überhaupt «x : | 
n 


VU0- 
m 


setzt wird, 3(2”—a”)=0 und &(x2” —a”)’ zum Minimum wird. 


2. Dagegen kommt es der Function p ausschliefslich zu, dafs wenn 
die Werthe @ eine arithmetische Progression bilden, » dem mittleren Gliede 
derselben, oder der halben Summe des gröfsten und kleinsten Werthes. 
gleich wird: eine Eigenschaft, die man vielleicht schlechthin von der ge- 
suchten Mittelgröfse verlangen dürfte; entsprechend der Forderung, dafs 
die Mittelgröfse, wenn die Werthe « gleich werden, auf eben den Werth 
sich reduciren soll. 


m 
‘ 


3. Es ist ferner von Bedeutung, dafs p — [Im ist. Denn die Summe 
Um 

der Variationen mit Wiederholungen V,, ist in jeder Ordnung m die allein 
vollständige Verbindung der Elemente, während die Elemente bei den übri- 
gen derselben Ordnung nicht auf alle mögliche Arten verbunden werden; 
und dies läfst sich als weitere Ausführung der in dem Ausdruck von p 
liegenden Bemerkung betrachten, die olne Zweifel zum Gebrauch des 
arithmetischen Mittels geleitet hat, damit bei demselben jede der concurri- 
renden Gröfsen ihre legitime Quote zum Resultat beitrage. 

4. Eindlich kommt hinzu, dafs alle Werthe von x, die man aus der 
ersten Korm, wo blofs Potenzen der Gröfsen @ vorkommen, für x > 1 zieht. 
gröfser als p sind; und zwar um so mehr, je gröfser a ist; und dafs im Ge- 
gentheil alle diejenigen aus der zweiten Form, wo blofs Producte der Gröfsen 
a vorkommen, kleiner als p ausfallen; und zwar wiederum um so mehr, je 
gröfser an ist; so dafs das geometrische Mittel y das Minimum aller in nähern 
Formen enthaltenen Mittelgröfsen ist; denn diejenigen aus der dritten Form 
endlich, wo Potenzen und Producte der @ eingehen, theilen die Eigenschaft 
der ersten Form; und zwar so, dafs bei einerlei Werth von »n die Func- 
tion der dritten Korm dem arithmetischen Mittel näher kommt, als die der 
ersten; wie denn auch in jener die Summe der Gombinationen mit Wieder- 


holungen derjenigen der Variationen mit Wiederholungen hinsichtlich der 
Vollständigkeit der Verbindungen der Elemente näher steht, als in der 
ersten Koorm die Potenzsumme; so dafs nach allem dem das aritlimetische 
Mittel das Mittel unter den Mitteln genannt werden dürfte: unter den Mittel- 
gröfsen nämlich, welche nach den zu Anfang des Paragraphs aufgestellten 
Grundbedingungen als mögliche Werthe von x concurriren dürfen. 
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III. Durch diese Betrachtungen wäre das arithmetische Mittel nicht 
nur als die einfachste, sondern auch als die plausibelste unter allen mög- 
lichen Mittelgröfsen dargestellt. Weiter wird man indessen nicht gehen dür- 
fen, wenn man nicht die Bemerkung Hl. 2. als entscheidend betrachten will. 
Wenn Fncke auf den Grund der eben erwähnten Bedingungen für die 
Gröfse z aus der dafür aufgestellten Function % mit Nothwendigkeit nur 
eben das arithmetische Mittel herausbringt, so dürfte dies vielleicht nicht 
begründet sein. Und zwar würde die schwache Stelle da liegen, wo nach 
Aufstellung der Gleichungen 

x y(4(a--b),c) = w(4(a--c),d) = w(4(b-c), a) 
die Summe s — a4--b-+-e eingeführt wird. Mau könnte nemlich mit dem- 
selben Recht auch irgend eine andere symmetrische und homogene Function 
der Gröfsen a, d, ce anwenden, um damit aus den obigen K'unctionen ı je 
eine derselben zu eliminiren, und dann die übrigen Schlüsse Eincke's auf 
dieselbe Weise folgen lassen. Setzt man z. B. 


= a” - bh” + yf 
woraus m 
ce —= y(s—a”—b”) u.s. w., mithin 
x v(4(a-—b), y(s— a" —b")) = f(s,a,b) u. s. w. 


folgt (und wobei das Functionszeichen geändert worden ist, weil x nicht 


dieselbe Function von s, a, 6 sein kann, wie von 4(a-+-b) und /(s—a"—")): 
so kann man ebenso zu schliefsen fortfahren, nemlich: Da x eine symme- 
trische Funetion von a, 5, e sein soll, s aber bereits eine solche ist, so 
müssen 4 und 5 aus f(s,4,Ö) herausfallen und es mufs 

2 = fs = f(a”"+0b"”-+.c”) 
sein. Da ferner z=a sein muls, wenn a—=b=c, so muls f eine Func- 
tion von der Art sein, dafs f(3a@”)—=a ist. Das Zeichen f bedeutet also 


Division mit 3 und Ausziehung der mten Wurzel, d. h. es ist 


2 — yldla” Brom). 
Eben hiemit redueirt sich aber das Ganze auf die Aufstellung jener mehr- 
erwähnten Grundbedingung: denn dadurch, dafs man für s die gehörige 
symmetrische homogene Function von @, d, c annimmt, ergiebt sich für « 
jede beliebige lineäre symmetrische Function derselben Gröfsen, die sich 
für «a —=b==c auf a reducirt, d. h. namentlich irgend eine der in den oben 
aufgestellten Formen enthaltenen Kunctionen. 
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S. 6. 


Zur Theorie des mittleren FKehlers. 


Diese Theorie zeigt, dafs in der Praxis wohl auch audere Mittei- 
gröfsen in Betracht kommen können, als das arithmetische Mittel: denu 
wenn einerseits Bessel gezeigt hat, dafs, unter Voraussetzung des Princips 
der kleinsten Quadratensumme der Fehler, die vortheilhafteste Mittelgröfse 
derselben die Quadratwurzel aus dem arithmetischen Mittel ihrer Quadrate (das 
arithmetische Mittel zweiter Ordnung) sei, obwohl die einfachste, d. h. ihı 
arithmetisches Mittel, abgesehen von den Zeichen, nicht sehr davon abweiclıe, 
und daher meistens dafür gebraucht werden könne: so hat andrerseits @awfs 
gezeigt, dafs, unter Voraussetzung des arithmetischen Mittels zweiter Ord- 
nung, als Princips des mittleren Fehlers, die Methode der kleinsten Quadrate 
die vortheilhafteste Combination der Beobachtungen darbiete. Es liegt au- 
[ser meinem Zweck, auf das Ganze dieser Untersuchungen einzugehen: 
aber über einen mit dem Hauptzweck dieser Abhandlung zusammenhän- 
genden Punct ist Einiges zu bemerken: darüber nämlich, in wiefern das 
Quadrat des mittleren Fehlers, oder zunächst das arithmetische Mittel der 
Fehlerquadrate, vorgestellt werde durch das Integral 


x % 
/ BBy — ws 


was Gaufs als Princip hingestellt, Encke aber von jener nicht passenden 
Voraussetzung aus erläutert hat. Ueberhaupt ist mir noch keine genügende 
Deduction des Begriffs des mittleren Fehlers zu Gesicht gekommen: sei es 
dafs man, mit Gaufs, das arithmetische Mittel zweiter Ordnung, oder, wie 
in der T’heoria Combinationis ‚bemerkt wird, mit Laplace das arithmetische 
Mittel der Fehler selbst, abgesehen vom Zeichen, dafür erklärt. Kaum ist 
übrigens zu bemerken nöthig, dafs der mittlere Fehler hier in anderem Sinne 
genommen wird, als in $. 3., und dafs es hier um den mittleren absoluten 
Betrag der Fehlergröfse sich handelt. 


1. Wenn es auf das Mittel von Gröfsen ankommt, denen nicht 
gleiche Bedeutung und gleiches Gewicht, zum Resultat beizutragen, zu- 
kommen kann, so seien 9,, P; u. s. w. Zahlen, welche sich wie die Ge- 
wichte der Gröfsen a,, a, u.s. w. verhalten. Alsdann ist das arithmetische 


Mittel derselben, wenn ihre Anzahl n, nicht mehr 
1 


um — 24, 
n 
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1. 


sondern F 
Tag — Er 
welcher Ausdruck auf den vorigen sich reducirt, wenn die Gröfsen p ein- 
ander gleich werden. Deun da diese ihre Verhältnisse behalten, wenn 
man sie mit einerlei Zahl multiplieirt, so kann man sie ( wenigstens mit 
beliebiger Annäherung bei irrationalen Verhältnissen ) auf ganze Zahlen 
redueirt sich vorstellen, und dann gilt der vorliegende Fall demjenigen gleich, 
wo man lauter Gröfsen von einerlei Gewicht hat, nämlich p, Gröfsen 
vleich a,, p, Gröfsen gleich «, u. s. w. Das arithmetische Mittel ist aber 
offenbar von jenem gemeinschaftlichen Factor unabhängig, und « behält 
denselben Werth, wenn auch ein unendlich grofser Factor erforderlich sein 
sollte, um die Verhältnifszahlen der Gewichte in Anzahlen zu verwandeln. 
Man kann füglich die Producte pa die Momente der Gröfsen a in Be- 
ziehung auf ihren mittleren Werth nennen, und sagen, dafs dieser der 
Quotient der Summe der Momente durch die Summe der Gewichte sei; 
auch wird man endlich hier ein Mittel ter Ordnung bilden, wenn man 
statt der Gröfsen a ihre mten Potenzen gebraucht und aus dem einfachen 
arithmetischen Mittel v, derselben, 
pa” 
u ——- 


, — wen. 
m 2» ’ 


die mte Wurzel zieht, wobei das Product pa” Moment der Gröfse « in 
nter Ordnung heifsen kann. 


2. Solche Gröfsen von verschiedenem Gewicht, in Beziehung auf 
ihren mittleren Werth, sind die Beobachtungsfehler von verschiedener Gröfse, 
und die Verhältnifszahlen ihrer Gewichte sind eben die ihrer relativen 
Häufigkeit oder Wahrscheinlichkeit, d.h. ihre Wahrscheinlichkeitsco6fficien- 
ten; weshalb auch das Product eines Fehlers, ohne Rücksicht auf das Zei- 
chen, in seinen Wahrscheinlichkeitsco@fficienten, sein Moment (in Beziehung 
auf den mittleren Fehlerwerth), und allgemein das Product seiner mten 
Potenz (immer abgesehen vom Zeichen) in dieselbe Gröfse, das Moment des 
Fehlers in zuter Ordnung heifsen kann. Ueberdies ist in $.3. IV. direct 
nachgewiesen worden, wie in diesem besondern Fall, entsprechend dem 
allgemein in No. 1. erörterten, die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers mit der 
Anzahl seines Vorkommens in einer hinreichend grofsen Menge von Beoh- 
achtungen zusammenhängt. Es ist daher bei einer bestimmten Anzahl N 
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von Beobachtungsfehlern &,, ©, u. s. w., das Mittel «,, ihrer mten Potenzen 


> y” Y r 





u en 


im ’ 


ZSpXx 
und man darf blofs Zähler und Nenner dieses Ausdrucks mit Ni multipli- 
eiren, so drückt (8.3. IV.) Niyx die Anzahl aus, wie oft jeder Fehler « 
vorkommt, mithin der Nenner die Anzahl, der Zähler die Summe aller con- 
eurrirenden, nunmehr gleichgewichtigen Gröfsen; wie in No. 1. Hierauf ist 


2 


u, das arithmetische Mittel mter Ordnung, welches, sei es für m > 
oder für m == 1, den mittleren Fehler « selbst vorstellen soll. 

3. Handelt es sich jetzt um das Mittel aller möglichen Fehler zwi- 
schen den Gränzen z und =--F/x, wie sich dieselben bei wachsende: 
Menge von Beobachtungen immer mehr verwirklicht finden: so wird man 
das Intervall /x in n gleiche Intervalle 2 von constantem Wahrschein- 
lichkeitscoeffieienten theilen, um entweder die empirische Discretheit der 
Fehler im Sinne von $. 3. II. festzuhalten, oder nach der Methode von 
$. 2. durch Verschwindenlassen von 2 zum Stetigen überzugelhen. Man ha: 
alsdann ım 

u. Zar)" pletki) 
i Iy(r 43) 
die Summen von 2 — 0 bis A—=n—1 ausgedehnt; mithin erhält man, wenn 
man Zähler und Nenner dieses Ausdrucks mit 2 multiplieirt und dann zu den 
Integralen übergeht, wie $. 2. (was nach der ersten der vorhin erwähnten 


Betrachtungsweise als eine Annäherung von Seiten der Analysis ($.3. MH.) 


zu betrachten wäre): 
+ 
y AL." PX 





4. Handelt es sich endlich um den mittleren Fehler zwischen den 
absoluten Fehlergränzen + g, so reducirt sich das Integral im Nenner des 
letzten Ausdrucks auf die Einheit, und man hat für das Mittel der mten 
Potenzen den Ausdruck 


— (U 


u idea, 


oder. sofern man nach $. 3. I. diese Gränzen mit +% vertauschen darf, 


[r IS. 
U, er EZ u 2/ dz.2” px: 


«, 


—7 U 
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d. I. es ist gleich der Totalsumme der Fehlermomente mter Ordnung, welche 
annähernd durch dieses Integral ausgedrückt werden kann. 
m 

5. Der hierdurch bestimmte Werth yw,, des mittleren Fehlers, (in- 
dem, um allgemein zu sprechen, die Wahl des »» zunächst unentschieden 
selassen wird, ) drückt nun den mittleren Betrag der auf dem betreffenden 
Beobachtungsgebiet überhaupt zu befürchtenden Fehler aus (error medius 
meluendus), und giebt daher einen Maafsstab zur Beurtheilung der Genauig- 
keit der Beobachtungen und der dadurch ermittelten Elemente. Man kann 
ihn auch den mittleren Fehler « prior? nennen; als den mittlern Fehler 
unter allen möglichen, die in den betreffenden Beobachtungen gesetzmäfsig 
vorkommen können: im Gegensatz zu dem mittlern Fehler « posterior;, 
d.h. dem Mittel der in einer gegebenen Anzahl von Beobachtungen wirklich 


m 
vorgekommenen Fehler, auszudrücken durch YM,„, wobei in Analogie mit ı,., 
5 „m 
1 


Mi, - 
und N die Anzahl der Beobachtungen ist, aus denen man nach dem Princip 
der kleinsten Quadrate (oder einem andern, wenn man will,) die wahr- 
scheinlichsten Werthe der Klemente berechnet hat; und hieraus die, in der 
Voraussetzung, dals dies die wahren Werthe seien, wirklich begangenen 
Kehler xz,, ©, u.s.w. Obwohl nun die so bestimmte Gröfse nicht nur 
deshalb vom walıren mittleren Fehler verschieden ausfallen mufs, weil die 
berechneten Werthe von z nicht die reinen Beobachtungsfehler sind, sondern 
auch deshalb, weil nicht alle möglichen Fehler nach dem Gesetz ihrer re- 
lativen Häufigkeit darin vorkommen: so findet doch, je grölser die Menge 
der Beobachtungen, um so mehr nicht nur Letzteres statt, sondern um so 
reiner treten auch die Fehler der einzelnen Beobachtungen hervor, indem 
sich die wahrscheinlichen Werthe der Elemente um so mehr den walıren 
nähern: desto mehr wird also der mittlere Fehler « posterior: mit dem 
mittleren Fehler a prior: coincidiren, und es ist daher das aus einer eini- 
germalsen beträchtlichen Anzahl guter Beobachtungen ermittelte aposterio- 
rische Mittel jedenfalls ein Näherungswerth für das apriorische, welches 
seinerseits dem Grade der Präcision als umgekehrt proportional gelten darf. 
Da endlich Letzteres, oder obiges Integral, nicht berechnet werden kann, 
oline dafs nicht nur die Form der Function „x, sondern auch ihre Con- 
stante bekannt ist, diese aber eben erst aus den Beobachtungen zu ermitteln 


ist. so kann hiezu eben die Gröfse YM,, dienen. Dies führt noch 
} 
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$. 7. 
Zu einigen Bemerkungen über die Constante der Function g.r, 
Es handelt sich indessen dabei nur mehr um eine Zusammenstellung 
der hierher gehörigen Sätze, als um eine weitere Ausführung. Es sei 


speciell 


| 


pr 


also 
h = yO.yn; 
was aber freilich nicht zur Bestimmung von % dienen kann, da g0 ebenso 


N 


unbekannt ist wie A. Es ist dann ferner die Wahrscheinliehkeit, dafs ein 
Fehler zwischen den Gränzen + a liege, indem überdies <— hr gesetzt wird. 
1 %—=--.ah 2 t—ah 

w — —— di.e” 


yı 


desgleichen diejenige ww’, dafs bei einem andern Systeme von Beobachtun- 


wi 
yn dti.e % 
0) 


t——ah 


gen, welches durch die Constante A’ charaeterisirt wird, ein Kehler zwi- 


schen den Gränzen + .«‘ liege, 


2) Y—atht 


w — Ber 


77 

1. Dafs nun überhaupt die Constante der Function yx den Ge- 
nauigkeitsgrad in dem durch sie characterisirten System von Beobachtungen 
bezeichnet, erhellet durch Vergleichung gleich wahrscheinlicher Fehler in 
beiden Systemen: denn setzt man w—=w‘, so folgt ah == a’h‘; d.h. die 
Constanten 4 sind umgekehrt proportional den Intervallen « zu beiden Sei- 
ten der Null, denen einerlei Wahrscheinlichkeit, den Fehler eines Beob- 
achtungsresultat zu erhalten, zukommt. Je kleiner aber dieses Intervall, 
d.h. je näher bei gleicher Wahrscheinlichkeit der Fehler dem Nullwerth 
liegt: desto genauer sind die betreffenden Beobachtungen. Die Constante 
der Function gz= ist mithin dem Grade der Präcision direct proportional, 
wenn jenes Intervall, wozu man berechtigt ist, als demselben umgekehrt 
proportional gesetzt wird. 

2. Aufser dem Werth w —1 ist der Werth w= 4 von besonde- 
rem Belang, indem der zugehörige Werth r vou «a, der deshalb von @aufs 
den besonderen Namen des wahrscheinlichen Fehlers erhalten hat, das 
Feld der Wahrscheinlichkeit auf der Seite der positiven wie der negativen 
Fehler halbirt, so dafs ein Fehler innerhalb der Gränzen +r gleich wahr- 
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scheinlich ist mit einem aufserhalb derselben. Heiist daher der zugehörige 
Werth von {, dem «= 4 entspricht, e, der (wie 7) eine rein analytische 
Zahl ist (o = 0,4709 ...), so ist o—=rh, mithin die Constante A dem 
wahrseheinlicheu Fehler umgekehrt proportional, und dieser dem Grade deı 
Präcision: eine Betrachtung, welche zu der in No. 1. wie ein besonderer 
Fall sich verhält, indem mit # = w’—=1 auch 


oe —= rh = r'h’ gegeben ist. 


3. Was jetzt die Relation zwischen A und «,, betrifft, welche Gröfse 
bereits in $. 6. mit dem Grade der Präcision in Beziehung gesetzt wurde. 
so erhält man für den nunmehrigen speciellen Werth von x, je nachdem 
m gerade oder ungerade ist, a ==N24 oder m —=24--1, nemlich 


1.3.5....(24—1) 


re nr 
ai a RI  BUER aan 3 ; 


h?’ +1 Yrı ,y 
m 


mitbin ist, welche in der Form yu, enthaltene Mittelgröfse man auch für 
den mittleren Fehler erklären mag, dieser, wie der wahrscheinliche Fehler 
in No. 2., der Constante 4 umgekehrt proportional, und insbesondere ist, je 


nachdem man «, oder yu, für den mittleren Fehler « erklärt, entweder 


1 1 


u ‚oder u“ Eh Accentuirt man daher zur Unterscheidung die 


hyn 
ersten dieser Werthe und vergleicht damit den Ausdruck des wahrschein- 
licheu Fehlers, so hat man folgeude Werthe von 4: 


=! - Re Ich 


y uy? u yn 


4. Ist nun allgemein 


Hm 


das arithmetische Mittel der ten Potenzen von N wirklichen, nach dem 
Princip der kleinsten Quadrate berechneten Beobachtungsfehlern, also die 
dem u, entsprechende empirische Gröfse, und entsprechen eben so M, M' 
den Ausdrücken u, u‘, so dafs 


M—] er, M' — = 


ist, in weich-letzterem die & abgesehen vom Zeichen zu nehmen sind: su 
hat man nach den Relationen zwischen 4 einerseits und u, «’ andererseits, 
indem ZZ und MH die zu M und M’ gehörigen Werthe vorstellen. die man 
nämlich nicht als gleich annehmen darf: 


Pr. 
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1 1 
— . ’ ‘ — —— — - 
Rn 0a und IF = Min‘ 


Der erste dieser Ausdrücke macht nun allerdings die Gröfse P ($. 4.), 
nachdem darin die kleinste Quadratensumme der Fehler 3 2°— NM’, als 
eine nunmehr gegebene constante Gröfse, substituirt worden ist, d. h. 


N 
P h __ g-hıNn Mm? 
N 


(0a) 
zu einem Maximum in Beziehung auf %, dessen Werth 
P = (M y(2ne)-" 


wäre; und vielleicht kann auch dieser Umstand zu einer Empfehlung von 





M gegenüber andern in YM, enthaltenen Mittelgröfsen dienen: allein um- 
gekehrt, mit Kncke, dieses Maximum als Prineip für die Bestimmung der 
Constante 4 durch den mittleren Fehler M zu gebrauchen, scheint mir nicht 
ganz unbedenklich: theils weil die Forderung dieses Maximums überhaupt 
nicht zwingend motivirt sein dürfte, zumal da man dann erwarten dürfte, 
sogleich bei Aufstellung des Prineips in $. 4. die Constante der Function 
ge mit zu den unabhängigen Veränderlichen gezählt zu sehen, in Bezug 
auf welche die Function P ein Maximum sein soll: theils weil, wenn man 
M’ für den mittleren Fehler erklärt, die Schlüsse von Encke gleich an- 
wendbar wären und als Werth von % durch die Maximumsbedingung,, 


a 35 FE FE“ m! 
H =. My? anstatt H — M' Ya 


veben würden. 





Anm. Dies wären die Puncte der behandelten Theorie, in welchen 
ich Dieses oder Jenes berichtigt, erläutert oder beigefügt zu haben glaube. 
Ich schliefse mit einer historischen Bemerkung über die mir, erst nachdem 
ich Vorstehendes niedergeschrieben, zugekommene Abhandlung des ver- 
storbenen Hauber über die „Theorie der mittleren Werthe” in der Baum- 
gärtner- Ettingshausenschen Zeitschrift, wo diese Theorie nicht blofs in 
Betref! der Beobachtungsfehler, sondern allgemein durchgeführt ist; alle 
Fälle stetiger Gröfsen mit ihren Wahrscheinlichkeiten umfassend. Diese 
Abhandlung gehört zu denjenigen, welche in Bezug auf unsern Gegenstand 


den in der Einleitung besprochenen Grund-Irrthum vermeiden; und hat 
folgende Deduction der Differentialfunetion yx.dx, die mit der obigen 
($. 2.) zu vergleichen ich dem Leser überlasse. Nachdem bemerkt worden 
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ist, dafs die Wahrscheinlichkeit irgend eines speciellen Werths der unbe- 
stimmten Gröfse x unendlich klein, diejenige aber, dafs er zwischen die 
Gränzen @ und ww der möglichen Werthe falle, der Einheit gleich sei, wird 
die Wahrscheinlichkeit, dafs der Werth zwischen « und x falle, wo x irgend 
ein Werth zwischen « und w ist, als eine Gröfse W<<1 aufgestellt, und 
daun die, dafs er zwischen «@ und x’ falle, wo x’ zwischen x und :0 liegt. 
mit IF” bezeichnet; woraus folgt, dafs diejenige, dafs er zwischen z und x’ 
liege, W’— W-— 4W sei; welche Differenz, wenn die Gränzen x und r’ 
unendlich nahe zusammenrücken, oder wenn x’ in e--dx übergeht, zum 
Differential dW wird. Hier sei W eine Function von x, die verschwinde 
für © —=a, auf die Einheit sich reducire für 2— w, und für alle Zwischen- 
wertlie von = ihre Werthe zwischen O und 1 habe. Da nun im Allge- 


- 


I a 
er eine Kunetion 
dx 


von z sein werde, so sei, indem man sie x nenne, dIW—=yx.dx. Läfst 


meinen (so wird nun die Function 9x eingeführt) auch 


sich gleich hiegegen nichts einwenden, so möchte doch andererseits die De- 
finition des mittlern Werths, die an der Spitze der Abhandlung steht, ver- 
(fehlt sein, wenn darunter die Summe der einzelnen Werthe, multiplieirt mit 
ihren respectiven Wahrscheinlichkeiten, verstanden wird. Vielmehr ist, ge- 
mäls $. 6., wenn diese Gröfse Summe der Momente heifst, diese Summe. 
dividirt durch die Summe der Wahrscheinlichkeiten, der u/lgemeine Ausdruck 
des mittlern Werths. Dieser Quotient reducirt sich aber immer auf die Summe 
der Momente, wenn alle möglichen Werthe von = concurriren, indem danu 
die Summe der Wahrscheinlichkeiten auf die Einheit sich reducirt, als Aus- 
druck der Gewifsheit: ein Fall welcher übrigens von Hauber allein ge- 
braucht wird. 


Stuligart im April 1843. 
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23. 


Ueber eine Methode den Grad einer dureh Elımina- 
tion hervorgehenden Gleichung zu finden. 
(Von Hrn. Dr. L. J. Magnus.) 





Ei: ist bekannt, dafs, wenn man zwischen zwei Gleichungen, welche in 
Beziehung auf zwei darin enthaltene Gröfsen z, y respective vom Grade 
h und % sind, eine dieser Grölsen, etwa y, eliminirt, die Finalgleichung in 
x auf's höchste vom Grade AA ist; dafs diese Endgleichung aber auclı 
von einem niedrigeren Grade sein kann. Im 22ten Bande 8. 178 dieses 
Journals befindet sich eine Abhandlung, in welcher eine Methode angege- 
ben ist, Jdie dazu dienen soll, den Grad der Finalgleichung auf eine ein- 
fache Weise zu findeu. Diese Methode besteht in Folgenden. 
Es seien 


_ 


1. fo,y) = Hy" Aıy”"+ Ay" "++ 4,4 An = 0, 

2.:9(5,y) = Buy’ + By""-+-B.y + ..-4B,”\y+B 0 
die beiden Gleichungen, in welchen A und B mit den angehängten Zeigern 
ganze Polynome in x bedeuten. Alsdann ist 

3. vya)= Bl Y)IoY) + fln Ya) = 0, 
WO Yıs Yas +++. Y„ die Wurzeln der Gleichung (2.) bezeichnen, die Final- 
gleichung der Elimination, und, nach der in der genannten Abhandlung an- 
segebenen Methode, soll man den Grad dieser Gleichung folgendermafsen 
finden können. Man suche die ersten Glieder 2", x”: .... e,ar 
derjenigen Reihen auf, welche die Wurzeln y,, Ya, .... y, nach fallenden 
Potenzen von x darstellen, substituire diese ersten Glieder für Yı, Yars-... Y, 
in f(&, Yıl)» f(% Ya), +++ f(X, y.), bestimme hierauf in einer jeden der 
Kunctionen f(z, c,@"'), f(z, x), ... f(x, ee") den höchsten Expo- 
nenten vou x, oder, was dasselbe sein soll, den Grad dieser E'unctionen, 
welche mit Ä,, Ay, ....%,, so wie der Grad von B, mit 5, bezeichnet wer- 
den mögen: alsdann ist 
4.9 = mb-khti..Ä, 

der Grad der Finalgleichung y(&) —= 0. 


® 


n n = 


— 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Hoft 4. 48 
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In «ler genannten Abhandlung wird zuerst bewiesen, dafs 
Br .f@, yı)-[@& Y) fa, yn) = 0 
die Finalgleichung sei, wenn darin statt y,, Yay «+++ Yn die vollstän- 
digen Wurzeln der Gleichung (2.) sind. Dann heifst es in jener Ab- 
handlung weiter: „Entwickelt man die Wurzeln y,, Ya} ++... y. der Glei- 
„chung (2.) nach fallenden Potenzen von x, und setzt die erhaltenen Rei- 
„hen statt jener in den vorstehenden Ausdruck, so werden alle gebroche- 
„nen und negativen Potenzen von x sich gegenseitig aufheben, und das 
„Polynom w(z) wird unverändert, wie vorhin, hervorgehen. Da nur der 
„Grad von y (x) verlangt wird, so setze man statt jener Reihen nur ihre 
„ersten Glieder, welche e,2”"', &,2"*, .... c,x*r sein mögen.” Der Beweis 
dafs diese zuletzt angegebene Substitution der Functionen f(z,Y,), f(&, y:); -- 
... f(@, y,„), und somit auch der Function w(x), denselben Grad geben 
werde, als die Substitution der vollständigen Reihen, worauf es doch haupt- 
sächlich ankommt: dieser Beweis ist in der Abhandlung nicht geführt; er 
kann auch nicht geführt werden, da sich die Sache nicht immer so verhält; 
woher es denn kommt, dafs die in Rede stehende Methode zuweilen das 
verlangte Resultat nicht giebt. Wir wollen dies an einem Beispiele zeigen. 
Eis seien 
3. Kay) =y°—- (Ve—T)y-+(142°—302-+-7)y—S2’--202°+132—15=0, 
6b. y(z, y)=y’— (br—4)y - se — 122-5 = 0 
die gegebenen Gleichungen. Hier findet man aus (6.) 2" —= 2x, 2" — 4, 
und, wenn man diese Ausdrücke ?2= und 4x nacheinander für y in (5.) 
setzt, respective 
— 12274972 —15 wd 122°--4.0° —195; 


also Polynome zweiten Grades, und demnach Ak, = k, =?2. Setzt man aber 


die Wurzeln der Gleichung, (6.), nämlich 
Y, —= 317 —2-+y(2°—1) 


- 


y, = 3r—2— Yz’—1); 


für y in (5.), so kommt 

7. — 4a?-162°—10—(42-10)y(@°-1) und —42°+162—10-4-(42-10)y(2°’-1). 
Wenn man diese beiden Ausdrücke in Reihen nach fallenden Potenzen von 
x entwickelte, so würde das erste Glied der ersten Reihe vom 2ten, das 
erste Glied der zweiten Reihe aber vom isten Grade sein. Man müfste 
also nicht, wie die in Rede stehende Methode vorschreibt, A, = k,=— 2, 
sondern #, —? und Ak, — 1 nehmen. Nun findet man, da B,=1, db —=0 


a. 


ist, aus (4.), wenn man A, —=%k,—2 nimmt, g—4, und wenn man Ak, =, 


Di 
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k,— I setzt, = 3. Die angeführte Methode giebt also für den Grad der 
Finalgleichung die Zahl 4, während sie nur die Zahl 3 geben sollte. in 
der That ergiebt sich, mau mag die Elimination von y zwischen (5.) und 
(6.) auf welche Weise man wolle ausführen, 
122° — 632° + 1002 — 50 —— 0 

für die Endgleichuug dieser Elimination, welche, wie man sieht, vom 3ten 
Grade ist; auch giebt die Multiplication der beiden Ausdrücke (7.) den er- 
sten Theil dieser Gleichung; wie es natürlich sein mufs. 

Wir hätten statt der numerischen Gleichungen (5.) und (6.) eben 
sowohl ein Beispiel in literalen Gleichungen geben können, bei welchen 
die mehrerwähnte Methode den Grad der Endgleichung zu hoch angiebt: 
wie wir denn wirklich diese Gleichungen (5.) und (6.) aus zwei solchen 
literalen Gleichungen, die wir nun, der nicht unbedeutenden Complieation 
der Buchstaben- Ausdrücke wegen, nicht abdrucken lassen wollen, «durch 
willkürliche Zahlen- Annahme für die darin enthaltenen Buchstaben gebil- 
det haben. 

Die Methode liefse sich vielleicht durch eine Modification «des Ver- 
fahrens vervollkommnen; doch, wie wir fürchten, wahrscheinlich nur aut 
Kosten der Einfachheit; was wir indessen billigerweise dem Erfinder der 
Methode in Rede überlassen. 











3b 


Anzeıge. 





D.: Briefwechsel zwischen Euler, Goldbach, Dan. Bernoulli, Nic. Fufs etc., dessen Herausgabe 
der Herr Staatsrath Fufs, der verdiente Solın des Letztgenannten, übernommen hatte, und von 
welchem auch in diesem Journal ankündigend die Rede war, ist nunmehr in diesen Jahre er- 
schienen. Diese schöne Sammlung bedarf zwar warlich hier keiner Anzeige, allein das Journal 
hält es, auch seinerseits diese wichtige Schrift anzuzeigen, für Pflicht. 
Die Sammlung füllt zwei starke Octav-Bände, zusammen von etwa 96 Bogen vortreff- 
lich sedrucktem Text, mit 8 Figurentafeln, 8 Facsimiles der Handschriften der berühmten Ver- 
fasser der Briefe, und den Bildnissen von Euler und Dan. Bernoulli in schönen Stahlstichen. 
Der Titel des Buchs ist 
Correspondance mathematique et physique de quelques celebres geometres du 
AVIIIT® siöcle, preeedee d’une notice sur les travaux de Leonard Euler, 
Iunt imprimes qwinecdits, et publiee sous les auspiees de Pacademie imp. des 
seienees de St. Petersbourg par P. H. Fufs, conseiller d’etat actuel de S. M. 
!Empereur de toutes les Russies ete. St. Petersbourg 1845. 

In Deutschland ist das Buch in allen Buchhandlungen zu haben. 

Den ersten Band eröffnet eine interessante Vorrede des Herrn Herausgebers, Nachrichten 
von den Bernoulli’s, von Goldbach etc. enthaltend. Darauf folgen Nachrichten von dem Leben und 
den Arbeiten Leonh. Eulers: sodann ein so lange gewünschtes systematisches Verzeichnils seiner 
Werke; auch der noch nicht herausgegebenen. Die Zahl derselben steigt auf nicht weniger als 
756. Hierauf füllt den ganzen ersten Band die Correspondenz zwischen Euler und Goldbach. 
Etwa die Hälfte der 177 Briefe ist von Euler. Der Inhalt dieser Briefe erstreckt sich über alle 
heile der reinen Mathematik, so wie auch über wancherlei Anwendungen derselben, und auf 
physicalische Gegenstände. Sehr Vieles findet sich darin auch über die Theorie der Zahlen. 
und es scheint, Euler sei auf seine Untersuchungen und Entdeckungen in diesem schönen Theile 
der Mathematik auch mit durch Goldbach geführt worden. 

Der zweite Band enthält die Correspondenz zwischen L. Euler, den Bernoulli’s, Fufs und 
Goldbach. Zuerst finden sich 14 Briefe von J. Bernoulli, dem Vater, an L. Euler; darauf 17 
zwischen Nic. Bernoulli und Goldbach gewechselte Briefe; dann 71 Briefe zwischen Dan. 
Bernoulli und Goldbach; dann 58 Briefe von Dan. Bernoulli an Euler; hierauf 5 Briefe von 
Dan. Bernoulli an Nic. Fufs, und dann 6 Briefe von Nic. Bernoulli an Euler; wieder über alle 
Uheile der Mathematik und über Physicalisches sich erstreckend. 

Finen Auszug aus diesen Schätzen auch nur andeutungsweise zu geben, ist nicht mög- 
lich, aber, um etwa zum Lesen der Sammlung anregen zu helfen, auch nicht nöthig: denn, wie 
reich an Inhalt der Briefwechsel solcher Heroen der Mathematik sein müsse, läfst sich denken. 
Besonders interessant wird es für jeden Mathematiker sein, aus diesen Briefen zu sehen, wie 
die erofsen Entdeekungen, mit welchen die Geometer des vorigen Jahrhunderts ihre Wissen- 
schaft bereicherten, allmälig sich entwickelten; und gar Vieles ist aus diesen Briefen zu lernen. 

Der Herr Staatsrath Fufs hat durch die Herausgabe dieser Sammlung seinen schon so 
wesentlichen Verdiensten um die Wissenschaften in der That ein neues Verdienst hinzugefügt, 
und die Mathematiker werden, was ihnen hier dargeboten wird, gewils mit Dank aufnehmen. 

Möchte doch auch die Hoffnung auf eine Gesammt- Ausgabe der Werke des grolsen Eulers 
in Erfüllung gehen! Der seltene Mann lehrt Neues noch jetzt, 60 Jahre nach seinem Tode! 
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